ANTITRASFORMATA DI LAPLACE

Esamineremo solo funzioni di variabile
complessa s nella forma:
F(s)=—P(S) 0 G(s) = e‘aS—P(S)

(5 Q)

dove P(s)eQ(s) sono due polinomi in s
primi fra loro (cioe non hanno zeri
comuni) di grado rispettivamente n e m



Osserviamo Innanzitutto che,

se $;,5,,....S; sono gli zeri distinti
di Q(s), cioé:
Q(s;)=0 perognii=12,..,q
S| #S, ... # S
allora
P(s) e continua e deriygbile guante volte
@ si vuole nel semipiano destro

Res > max{Res;}

1<i<q



se S,,S,,...,S,Sono gli zeri distinti di Q(s),

F(s):m e G(s):e‘”%

nel semipiano complesso
Res >\ =max{Res}

1<i<q

POSSONO essere (e dimostreremo che sono
effettivamente) la trasformata di Laplace di
gualche segnale (o distribuzione).



Se x(t) & un segnale causale tale che:

« X(t) & L-trasformabile

» (Lx)(s)=F(s) in Res>max{Res}

1<|<q

diremo che X(t) & l'anti-trasformata di F(s)

in Res > max{Res } e scriveremo:
1<|<q

£H(F(s))(0)=x(1



Sia
F(s):% con n<m
nzgrado P(S) m:grad()Q(s)

Se S,,S,,...,S, sono gli zeri distinti di Q(S)

di molteplicita m;,m,,...,m

rispettivamente, allora
m, +m, +...+m, =m

q



Sotto tali ipotesi & possibile ridurre F(s)in
fratti semplici

esistono cioe delle costanti ¢, € C per cui

di molteplicita m;,m,,...,m rispettivamente)



ricordando che
[ A AtgN
c| &1 )(s)z ) — in Res>ReA
Nl (s—A)
per Res>ﬁ1&>§{Res} otteniamo:

U



restano da determinare le costanti €



e 1a)  zeridiQ(s) tutti distinti

In tal caso essl sono esattamente m,
grado di Q(s):
S, ZS, ... %S, m, =1 vk=1..,m

P(s)

L’espressione in fratti semplici di ——=
diventa: Q(s)




I:)(S)(s—sk)

dove c, =lim

S—>S, Q (S)



Infatti, per S #S;:

P(s)

Q(s)

(3-5)-(

(

m
2.C
=1

ik

( m
Zci
ok

m
DG
i=1
S — k

\

J
\

J

1

L)

+C,

S5
[

S—>S}

»0+C,_=C,



«2a) Q(s) ha g zeridistinti, g<m
S« ognuno di molteplicita M, , 1<k <qg

allora dall’espressione In fratti semplici




SR R =

dove le costanti G, sono:

S L LT

(m _|)Is—>sk dg (M

con
1<k <q 1<i<m,

(per m =1 Vvk=1,..,m sjottiene la
precedente)



Esempio 57.

Sia data la funzione di variabile complessa

25° —1
F(8)= s(s® +1)
E’ del tipow con: P(s)=2s"-1
Q(s) Q(s)=s(s’+1)

Essendo s(s’+1)=0<5,=0,5,=j, S;=—]

Res, =Res, =Res, =0



in Res>0 lafunzione F(s) & la trasformata
di Laplace di un segnale.

2
Notiamo ora che: P(S)= 25" —1

Q(s) s(s”+1)

|l grado del numeratore (che e 2 ) e minore
del grado del denominatore (che e 3).

*Gli zeri di Q(s) sono tutti distinti (o semplici).



La scomposizione di F(s)in fratti semplici
e allora del tipo:

2s°-1 ¢ C, G
s(s°+1) S S—] S+]

Ne segue:

X(t)=L7(F(s))(t)=

=u(t)(c,+ce’ +ce ™)



u(t)(c, +ce’ +ce )

>
N
~—
S
I

dove:
. P(s)
c, =lIm—=(s—s
K s—>st(S)( k)
x P(s) 2521
Perclo: =
Q(s) s(sz+1)
S| =
2
c, = lim 28 71 £ =1

s—>0 gs/(s2 +1)









- 3
Riassumendo: ¢, =-1 c,=¢;= 5
cosicché

X(t)=u (t)(Cl +Ce" + Cge_jt) =

3 3

=u(t)(—1+§ejt +§ejtj:

—u (t)(—1+ 3(ejt ;ejt D _

=u(t)(—1+3cost)




Ovviamente la determinazione delle
costanti C, permette di scrivere
compiutamente anche la scomposizione
di F(s) in fratti semplici:

2s° -1 1 3 1 3 1

s(sz+1) S ZS—j ZS—I—j




Esempio 58.

Sia data la funzione di variabile complessa
1

F(8)= s*(s% +1)

E’ del tipoﬂ con: P(s)=1
Q(S) Q(S)=33(82+1)

Essendo: Q(s)=0<s5,=0,5,=J,5,=—]

Res, =Res, =Res, =0



in Res>0 lafunzione F(s) & la trasformata
di Laplace di un segnale.
Not ’ P(s) 1
otlamo ora che: =
Q(s) 33(32 +1]
|l grado del numeratore e minore del grado
del denominatore.

«Gli zeri distinti di Q(s)sono solo 3,
(s,=0, s, =], S;=—]j)mentre il suo grado € 5.



La molteplicita di tali zeri e:
=0 m =3
S, = m, =1 S;=—) my=1

La scomposizione di F(s) in fratti semplici
e allora del tipo:

w

My 1

- = C .
_ZZ ik (S—Sk)l

33(52 +1) e







—— T C——
+Cle—j+1SS+j



Poiché:

1 _ .. 1. .1,
53(52+1) g g2 g3
PP
12 S—j 13 S—|-j
ne segue: -
£1[ 1 n}u(t) (:]_;)leAt
X(t)=L(F(s))= — |

t? - .
—U (t) (Cﬂ +C,,t+c,, > +ce" +c, e ‘t]



Le costantl sono date da:
1 _ (my—1) P S
C, = — lim d T ( )
(mk —I)!S—>5k ds'™
k=1=s,=0,m =3 1<i<3
k=1i=1 / \

e =1 fim3 L #
o (3-1)15>0 ds? \;"’/(32 +1)°

( A ([ 2 3(2 A
=%L'ﬂ3§ ;2/52 i (s +1) 24s 4(3 +1)
5\(5 +1) ’ (s +1)

\
=-1

J



Le costantl sono date da:
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| -
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(@p)
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—




Le costantl sono date da:

o =t _jim 3 [ PLs
“ o (m, —i)lsos ds™

k=1=s =0m =3 1<i<3

k=11=3

C = —lim| &

(3—3)!s+o\f(32+1) ;

Cpp = -1 Cy = 0; Cs =1







Riassumendo:
1
¢, =-1 ¢,,=0; ¢;;, =L ¢, =C; = >
cosicché  x(t)=L*(F(s))

2
X(t)=u (t)(c11 +Cyt + C31t7+clzejt +clgejtj _

2
ZU(t) —1+L+Eejt+ie—jt _
2 2 2

- U (t)(—1+%t2 + costj



Cp1 = -1 Cy1 = 0; C3 = L Cp =C3=—

2
B
33(52+1) g g2 Mgl
bo = o 1t
12 —J 13S—|—J

La scomposizione di F(s) in fratti semplici

e 1 1,111 11
11

53(32+1) S S§° 25— 28+j




Esempio 59.

Sia data la funzione di variabile complessa

1
F(s)=
(s) S° +45° +55+2

P(s)

E’ del tipo —% con: P(s)=1
Q(s)=5"+4s"+55+2

In questo caso Q(s) non é gia fattorizzato
e |la determinazione del suol zeri non e
Immediata.



Q(s)=s’+4s"+5s5+2

Osserviamo pero che, essendo Q(S)
polinomio a coefficienti interi avente 1
come coefficiente del termine di grado
massimo, | suol eventuali zeri interi sono
da ricercarsi fra | divisori del termine noto
(nel nostro caso sono: +£1,+£2 ).

Poiché Q(-1)=0

possiamo dividere Q(s) per (s+1)



S +45°+55+2 | s+1

—(s®+ s S +35+2

s3+432+53+2:(32+35+2)(s+1)



Q(s)=5"+4s*+55+2
33+432+53+2:(32+33+2)(s+1)

Poiché le soluzioni dell’equazione
(s°+3s+2)=0 sono s=-1 s=-2
risulta

(32 +33+2) =(s+1)(s+2)

cosicché
Q(s)=s"+4s"+55+2 :(s+1)2 (s+2)



Q(s):s3+432+53+2:(s+1)2(s+2)

Essendo ora:

Q(s)=0<=s=-15s,=-2
e Res =Res, =0

in Res>0 lafunzione F(s) € la
trasformata di Laplace di un segnale.



Notiamo ora che: P(S) B 1
Q(s) s’ +4s°+5s5+2

oIl grado del numeratore e minore del grado
del denominatore.

Q(S)283+482+5S+2=(S+1)2(S+2)

*Gli zeri distinti di Q(s)sono 2, di molteplicita
s=-1 m=2
S, =—2 m, =1



La scomposizione di F (s) in fratti semplici
e allora:

1 2, 1

= 2 G (S_Sk)i

(s +1)2 (s+2) iaim

=cC +c
(s+1)°(s+2) s8-8 (s-s) S-S,



1 1 1 1

(s+1)2(s+2) S+1 (s+1)2 S+ 2

Ne segue: [

X(t)=L7(F(s))=

=u(t)(c e +cpte +c e )



Le costantl sono date da:
(my—1) P S
C, = 1 lim d ( (5)

(m, —i)!sos ds(m Q(s)
K=1l=s =-1m =2 1<i<?2
k=11=1
( A
C - lim d - S =
P 1)1 08| (] (s+2) /




Le costantl sono date da:

o —— 2 jim 9 [ P(S
L (mk _|)!s—>sk ds(mk_i) Q(S
k=1=s =-1m =2 1<i<?2




k=2=s,=-2,m, =1

k=2,1=1

C, = lim =1

\
1
S
S_)Z\(S_I_l)ZMM)

In definitiva ¢, =-1 ¢,y =1 ¢, =1
cosiccheé:

(1) = £ (F(5) =u(t)(cue " +oute +oue ™) =
— u(t)(—e‘t +te™ +e‘2t)



1 1
s +4s% +55+2 (s+1) (s+2)
1 1 1

=C,——+C +Cp, ——
1ls+1 21(S+1)2 1ZS+2

¢c,=-1 ¢, =1 ¢c, =1

1 1 1 1

3 2 e e
S +438° +55+2 S+1 (s+1) S+ 2



Caso 2°
Consideriamo funzioni del tipo

F(s)=——= con N=m

n=gradoP(s) m = gradoQ(s)

In tal caso esistono due polinomi N (s)
e R(s) taliche




Q(s)
dove il grado di R(s) & minore di quello di
Q(s) (basta dividere P(s) per Q(s), R(s)
e Il resto).

R(S)

Percio —— e nelle ipotesi del Casol e
Q(s) °

c' [%J =L (N(s))+L™ (%}



Se dunque S;;5,,-::,Sq sono gli zeri distinti
di Q(s) di molteplicita m,,m,,....m

q

rispettivamente, otteniamo:

AEERE S

Res > max{Res,}
1<k<q




P(s)

——==N(s)+ R(s)

(s)

Il polinomio N (s) sara del tipo:

N(s)=a,s"+as  +..+a,  r=n-m

e dungue:

L'(N(s))=a,D"5(t)+a,D"P5(t)+..+a5(t)






Esempio 60.

Sia data la funzione di variabile complessa
25° —7s* +39s+19
F (S) = 2
s°—4s+ 20

E’ del tipo P(s) con:P(s)=2s>-7s*+39s+19

Q(s) Q(s)=s"—4s+20
Essendo:

s°-45+20=0<5,=2-4],5,=2+4]
Res =Res, =2



in Res>2 lafunzione F(s) & la trasformata
di Laplace di un segnale.

Notiamo ora che:

P(s) 2s°—7s°+39s+19
Q(s) s* —4s+20

Il grado del numeratore e maggiore del
grado del denominatore.



Dobbiamo allora determinare due polinomi
R(s) e N(s) tali che:

P(5) (515 RO

Q(s)
dove il grado di R(s) & minore di quello di
Q(s). Occorre percio dividere

P(s)=2s’-7s*+39s+19
per

Q(s)=s"—4s+20



25° —7s%+395+19 | s° —4s+20
—(25°—8s” +40s)  [25+]

s°— s+19
—(s?— 4s+20)
3s—1

25° —75? +395+19 = (s* —45+20) (25 +1) +(3s—1)



25° —7s° +39s +19 = (32 —4s + 20)(23 +1)+(3s-1)

Q(s) Q(s)
3 2
2S —275 +395+19:(25+1)+ 2 3s-1
s° —4s+20 s°—4s+20



Notiamo che: R(s) _ 3s-1

Q(s) s°—4s+20

|| grado del numeratore (che e 1 ) e minore
del grado del denominatore (che e 2 ).

Gli zeridi Q(s), s,=2-4],s,=2+4]
sono tuttl distinti (o0 semplici).

La scomposizione in fratti semplici e allora:



3s—-1 C, | C,

45420 s—(2-4]) S—(2+4])
Ne seqgue:

r (i&:)) iy (t)(cle(2—4j)t N Cze(2+4j)t)



Percio:



C, = Ilmw(s S ) =

=2 Q(s)
=|im R(S) S =
o Ks,//sﬁ(s—sz)j//s?j
3s—1

‘ -

m
5 2—41)( (2+4J))
_b- -12j-1 3 S
-8 2







1 2"0g 2Tl
Risulta allora:
1 R(S)\ 2 — 14 |4
LY —= [=u(t)e® (ce " +ce') =
Q(s),

3 .5) _. 3 .5) .
=u(t)e||=+j= e+ =—j= e |=
S ((2 ’sj (2 ’8j )

5






Ricordando che:

Q(s) Q(s)
3 2
2S —275 +395+19:(25+1)+ : 3s-1
S°—4s+ 20 S°—4s+ 20

N(s)=2s+1  cosicché:

L(N(s))=2(D8)(t)+5(t)



Per concludere:

5[ P(s)]_
L (W]_Z(DES)(QJFS(OJF

+u(t)e” (3005(4t)+%sin (4t))



Caso 3°

Siaora G(s)=e*—= (a>0)

P(s)

Se conosclamo 'antl- trasformata di ——=
. . Sy Q(s)
(che e di uno dei due tipi visti sopra)

'anti- trasformata di G(s)
= L(G(s))=x(t-a)



Esempio 61.

Sia data la funzione di variabile complessa
1

53(52 +1)

G(s)=e™

Abbiamo gia determinato I'anti- trasformata di
P(s) 1

Q(s) s°(s*+1)
(Esempio 58)



( 1 A

1
. \53(32+1)

= (t)(—l+%t2 + cost)

Y,
L'anti- trasformata di

1
53(52 +1)

e allora:

£1(6(3)):u(t—2)(—1+%(t—2)2 +cos(t—2)j



