Prima di fare qualche esempio di calcolo,
osserviamo alcune proprieta dei coefficient
di Fourier. Poiché

1 To/2
Xk:ﬁ_Tj/ze"zk“‘cotx(t)dt kez T.f =1
e anche
1 T, /2
X, :fT!/z(cos(anfot)— jsin(2knf t))x(t)dt



T, /2
X, :Ti [ (cos(2knf,t)— jsin(2Knf,t))x(t)dt

0 -T,/2

Cosicché ricordando che:

X =ay — JPy
vale:
T,/2
Re(X, )= | cos(2kaft)x(t)dt=aq,
0 -T,/2
1 T,/2
Im(Xk):—T— sin (2knf t)x(t)dt =B,

0 -T,/2



1. Se x(t) & C-tratti e pari:

1 T,/2

Im( X, )= — j sin (2knf,t)x(t)dt =0

0 -T,/2
perche Sin(2kTCfot)X(t) e dispari.
Ne segue che | coefficienti:

X =0y

sono tuttl reali



Percio
se x(t) & C-tratti, periodico e pari, la serie di
Fourier ad esso associata e una serie di soll

coseni. 00
X(t) ~ o, + 22 o, cos(2knft)

con > )

T

0]

T,/2
j s(2knf t) x(t)dt
0

perché cos(2knft)x(t) & pari.



2. Se x(t) & C-tratti e dispari:

T./2
j cos(2knf t)x(t)dt=0

0 -T,/2

Re(Xk):L

perché cos(2knf,t)x(t) & dispari.

Ne segue che I coefficienti:
Xy = — ] By

sSono Immaginari puri.



2.Se x(t) & C-tratti e dispari:

T./2
j cos (2knf t)x(t)dt =0

0 -T,/2

Re(Xk):L

perché cos(2knf,t)x(t) & dispari.

Percio

se X(t) & C-tratti, periodico e dispari la serie
di Fourier ad esso assoclata e una serie di soli
senl.



Percio

se X(t) & C-tratti, periodico e dispari, la serie
di Fourier ad esso associata e una serie di
soli seni.

+00
~ 22 B, sin(2knft)

con

k_
0]

9 T,/2
——j (2knf t)x(t)dt
T 0

perché sin(2knft)x(t) & pari.



Esempio 14.

Il segnale:

X(Oh
T./2 T0/2§ lTo




e periodico di periodo T,, C*-tratti , ed e
normalizzato.

Poiché e pari, la serie di Fourier ad esso
associata e del tipo:

070

X(t)=a, +23 o, cos(2Kknft) T f =1
k=

dove

k_

T,/2
| cos(2knf,t)x(t)dt
’ k=0,1,2,....

2z
T

0]



Poiché x(t)=1per te(0,T/2)
mentre x(t)=0per te(T/2,T,/2)

risulta;
2 T/2
o, :f _([ cos (2knf,t)dt
Se k#0 _ .
: ) sin(2knfot) e
(x — —
T - 2kafy ]
T
- | Zknf —
ZkﬂfoTo sm(l nf Zj



sin(lknfoljz (k=0)

T Akt T 7
=_|-I_-O kn:‘OT sin (knf,T ) =Tf, sinc(kf,T)
Tf =1
Se k=0
T/2
o, :3 j COS(Z-().TCfO’[)dt =gl=TfO _
LI T, 2

=Tf,sinc(0- f,T)



Perogni k=0,1,2,.... risulta dunque
o, = Tf, sinc(kf,T)

In conclusione possiamo scrivere che:

i rect(t — K, ) =Tf + 2Tfoi sinc(kfoT)cos (2knfot)
k=1
0<T<T, T,f,=1

La convergenza e da intendersi nel senso
precisato dal teorema di Dirichlet.



Nel caso particolare 2T

j Tf +2Tf Zsmc (kf,T )cos(2knf,t)

T, diventa:

— -
k;@ rect [ T

j:—+Zsmc( jcos 2knf t)



kK)o sin (km/2)

valutiamo sinc| — |[=
(2) kmt/2

Sek ¢pari, k=2mconmeN

sin (%) =sin(mmn) =0

cosicché:

sinc(%) =0 K pari



ﬁnC(Ej::$n(kn/2)

2 km/2

Se k ¢ dispari, k=2m—-1 conme N

sin((zmz_l)nj = sin(mn—gj = (-n)™'

cosicché:

sinc (gj N (-1)7 =




Lo sviluppo:

i rect| = Ty | 1 + i sinc (Kj cos (2knf t)
~"\ T2 )2 >

diventa:
k-1
> rect(t{o'goj:%% > U2 s 2kt
k dispari
1 2 o (_l)m—l




Esempio 15.

Il segnale:




e periodico di periodo T,, C*-tratti , ed e
normalizzato.

Poiché e dispari, la serie di Fourier ad esso
associata e del tipo:

:2+OO sin ( 2knf t
;;fﬂ ( ) T,f, =1

dove
B =2

k“T

0]

T,/2
| sin(2knf.t) x(t)dt
’ k=1,2,...



Poiché

x(t):_l_o—2

risulta:

k

t

2/
15

Integrando per parti:

/

cos (2knf t)

2kmf_

—t=T, /2

t=0

_|_

1

2k et

0]

Ll

!

sm 2knf t) dt

2

per te(0,T,/2)

cos (2knf t)dt

\

J



By

4

~ 2knf, T

|

—
kKT,
|

kn
1

“kn

/

T

— 0 ¢cos

2

\

(-1)"+
(_1)k+1

T

——OCOS

2

2kmf_ T—Oj +
2

|

(kn)+

SIn (

sin (k) =

1
2knf,

1
k*m?

T, f, =1

sin(2knfot)_

2kmf_ T—Ojj
2

2Kmtf

cos(km) = (=)
sin(krc) =0



In conclusione possiamo scrivere che:

e k+1
Z(t_kTojrect[t_kT°j=2z( ) sin (2knf t)

o\ T /2 T — k=

0]

dove la convergenza e da intendersi nel senso
precisato dal teorema di Dirichlet.



Esempio 16.

Dato il segnale:

K(t)=AY (-1)" triang[t_(k-ro)/zj

k=—00

T./4

A>(




e periodico di periodo T,, C*-tratti e
continuo.

Poiché e pari, la serie di Fourier ad esso
associata e del tipo:

070

X(t) =, +23 o, cos(2Kknft) T f =1

dove i
a, :Ti | cos(2knf,t)x(t)dt
° 0 k=0,1,2,....



Poiché

Xx(t)=A 1—#) per te(0,T,/2)

risulta:

5 Tl t
o, =— j Al 1- cos (2knf t)dt
T, T,/4

Se k=0

ovvie considerazioni di tipo geometrico
permettono di affermare subito che :

o, =0



Se k #0, integrando per parti:

5 Tol2 "
o, =— j Al 1- cos (2knf t)dt =
T, % T./4
_2A[(,__t |sin(2knft)
T T/4) 2knf,

o L -0

T, /2

_|_

J2ATE 1 sin(2kf )
T, © T,/4  2Kn=f,

0]

dt




T, /2

_2A_(1_ t ]sin(zknfot)

o =— +
T\ T,/4) 2kaf, |
0.7 in (2knf t
T
o 0 0 | k 0 T0f0:1
:2A(1_2)Sm( 7T)+ sin(km) =0
2K

- T, /2

4A | —cos(2knf t)
kT, 2kmtt,

L -0

_|_




L AA —cos (2knf t)
: knTy | 2k,
2A
= i (l—cos(kn))z
(0 se k pari
=<
iAz se k dispari

\

Tt

T,/2

Tf =1
cos(km)

(1)



Poiché
(0 se Kk pari

=9 4A
k*m”

possiamo scrivere .

o, =0

se Kk dispari

+Z.O(—l)k triang(t_(_l_k-;:)/zj =% io %Cos(2knfot)
o T k=1

k=—00

k dispari

T,f, =1

0°0

La convergenza e totale.



ANALISI IN FREQUENZA

Se X(t) & un segnale periodico di periodo T,
di classe C*-tratt1 e normalizzato, le

espressioni integrali che Iindicano | suol
coefficienti di Fourier

| Tol2

X,=z | ePMix(t)dt  kez

0 —To/2
1
con f,=—

TO
sono dette equazioni di analisi



mentre la sua rappresentazione mediante la
serie di Fourier ad esso relativa

~+00 _
X(t) _ Z XkeJZKchot

kK=—00

e detta:
equazione di sintesi.

Essa permette di scrivere il segnale
come “somma” delle sue armoniche.



Le equazioni di analisi permettono di
determinare, per ogni armonica, ampiezza e
fase, cioe di effettuare la cosiddetta analisi in

frequenza del segnale.

La rappresentazione grafica della successione

complessa (Xk)k _avviene per lo pid

attraverso la rappresentazione delle due
successioni reali (A ) e ()

Ak:‘xk‘ 3, =arg X, keZ



poiché per k >1
X—k‘:‘xk‘ 'Akz‘xk‘

arg X_, =—arg X, 9y =arg X,

possiamo concludere che:

*la successione g )kezé pari rispetto a k
sla successione ( i\)kez e dispari rispetto a k
(e quindi ci basta valutarne 1 valori solo per

k>0



Per le rappresentazioni grafiche delle
successioni (A) . e (9y) . sono di solito
utilizzati segmenti verticali;

vengono percio denominate

spettro di ampiezza e spettro di fase

del segnale x(t)



Esempio 17.
Per il segnale:

abbiamo gia determinato I coefficienti
di Fourier nellEsempio 14:

0 se K pari
1 k-1
XO:E Xk = < (_1)7
se K dispari
mk



Abbiamo allora che:

1 0 k=>2pari
A =|X,] ) A= Xy 1 k >1 dispari
Tt
A‘\
1/2 F
\ 1
-1k
ST A1 -

7 6 5 4 3 —2 -1

1 2 3 4 5 6 7

Spettro di ampiezza



Inoltre:

poiché X, sono tutti reali (x(t) € pari!):
per K >0

-

0 seX, >0

3, =argX, =-
k = m ose X, <0

Posto convenzionalmente

argX, =0 se X, =0



abblamo che:
1

80=arg5=0 3, =0sek =1 pari
e
(-1)2 [0 k=15,9,..
9, =arg =<
ntk T k=3,7,..
S
N
_7 _Q _5 _4 _3 :2 I_l JO = = = = = | )k
I 1 2 3 4 5 6 7
........................................................................ o Spettro di fase



Esempio 17/Dbis.
Per il segnale:

& t—KT t—KkT
X(1) = > |rect .
kzoo( To /2 ] ( T )

0]

abbiamo gia determinato I coefficienti
di Fourier nellEsempio 15:

K+1
X, =—j(_;7)T k=12, ...



Abbiamo allora che:

—_— B e s T it

—
7 6 5 4 3 2 10 1 2 3 4 5 6 7

Spettro di ampiezza



Inoltre:
poiché X, sono tuttiimmaginari puri:

| _1 K-+1 : k 1
Xk:_J( kv)t = j(-1) K k=1

(n/2 sek pari

3, =argX, =-

—n/2 sek dispari

Posto convenzionalmente

argX, =0 se X, =0



abblamo:

Spettro di fase
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