FORMULE DI POISSON

Sia X(t) un segnale a durata limitata
C-tratti, per es. x(t)=0 se |t|>T,/2

(T, >0)
Esso e dungque F trasformabile con
trasformata

T /2
X(f)=[ e x(t)dt

T, 12



A partire da esso costruiamo Il segnale
di periodo T,

y(t):kix(t—kTo)

| cul coefficientl di Fourier sono:
T./2
1 0

Y, == [ ey (t)dt =
f =T,



confrontando :

T, /2




Dunque:

i coefficienti di Fourier di un segnale Y(t)
neriodico di periodo T, e C-trattl ottenuto a
nartire dal segnale “base” x(t), x(t)=0 per

t|>T,/2 »
y(t)= 2 x(t=KT,)

K=—c0

POSSONO essere ottenuti dalla trasformata di
Fourier X ( ) di X(t) ponendo:

Yk:ix k
T T

0] 0]



Se y(t) € C*-tratti e normalizzato, per il

Teorema di Dirichlet vale:

j2n£4

= iYke 1t
k=—00

e dungue:

th KT, ) Zx( ]mkot

ok —o0

12 formula (sommatoria) di Poisson

0 di campionamento In frequenza.



ok—oo

jZnLt
Z X(t—KT, ) Z X k
Applicando la proprieté\ di dualita:

K jZn%t
Zx t—KT,) Zx —— |e

K=—o0 o k=—c0

e scambiando, al secondo membro, k
con —k

ok
S X (t—KT,) = Zx( j o
K=—00 ok—oo



Z X (t—KT,) Zx( ) A

o k=—00
Poiché T,=1/f, e scambiando t con f:

ZX(f——]—f Zx fk)e 12

k=—o0

22 formula (sommatoria) di Poisson
0 di campionamento nel tempi.



Esempio 27.
Il segnale

(vedi Esercizio 14) & C-trattl, normalizzato,
periodico di periodo T,
E’ ottenuto dal segnale “base”




()= reCt(Tot/ 2)

che & C-tratti e tale che x(t)=0 per [t|>
Poiché

rect t z >T°sinc(fT—°j
T /2 2 2

possiamo dedurre che

Ty
4



Cosicche I'equazione di sintesi

y(t) _ i Ykej2knfot
K=—o0

diventa:

. k

400 _ —+00 JZTC—t

Zrect t—kT, — E 1sinc:(hje To
T2 ) ~2 \2

k=—o0



Poiché

Zisinc Keizertot _Lgine O,
2 2 2 2

k=—00

-1

+Z£sinc(_—kjejz‘“‘“f)t +Z£sinc(£jejz‘“‘f0t =
k=1 2 2 k=1 2 2

+00 J 2k mtfyt — ] 2kt
=1+Zsinc K€ i
2 &7 2 2

. J/

—~

=cos( 2knfyt)
(la funzione sinc e pari)



Si ottiene ancora (vedi Esempio 14):

k=—00

i rect(t KT, j:—+23|nc( jcos 2k t)



Esempio 27bis.
Sia

y(t):kix(t—4kT)

Il segnale ottenuto ripetendo con periodicita
4T 1l segnale “base’:

X(t)=|1-3 triang (Lj rect(t — 21 j
3T 41




x(t)=|1-3 triang L) rect R




x(t) e C*-tratti e a durata limitata 4T.

Indicata con X ( ) la sua trasformata di
Fourier, 'equazione di sintesi di y(t) &

y(t) _ i YkejZchfOt
k=—00

1 1 k
—— Y =—X|—
e 4T (4Tj



La trasformata di Fourier di x(t) pud essere
determinata osservando che:

X(t) = 1—3triang(ij rect(t_ZTj
2 3T )| 4T

puo anche essere scritto:

X(t):(%_zj cect ( _(Zzhj*
+rect(t_(7/2)Tj

T




+rect(t_(7/2)T]



x(t):(%—zj rea[t‘(;z)T}
+rect£t_(7/2)T]

T

cosicché

3T
X(f)= j g2t (%—2) dt+T sinc( fT)e ™"
0



Considerazioni di tipo geometrico
permettono di concludere subito che:




Se f #0, integrando per parti,

3T | t
j e—jZ'fcft (__Zj dt _
; T

C it (g 7°ToaT o-izft q
= —2 — dt =
- — ) 2nf (T j_o '([—j27tf T
i _ [ —j2nft 87
:—_1 <(e_16nfT+2)—1 e_ -
) 27k T|—J2nt |




3T

|

0

e—j27cft (

1

jonf
1

~jonf |

1

- ) 27k

t

T-2]di-

T

3

9

3

-

.

(

.

(e—janT n 2)_

e—j67th 4 2

e—jGchT 4 2

> —

1 F e—jZcht 187 )
>

T|—J2nt | )
+— 1 (e—j67th _1)
T)2nf )

- Trf

2}

e—janT (ej&th . e—j37ch

)




3T | t
j e—jant (__Zj dt _
: T

1

 jonf
1

jonf
1

jonf

3

4

-

— ) 3xfT
e—j6nfT 4 2 €

- T nf

.

-

e—j67ch 4 2 _ e—j37ch

{e‘“”‘fT +2-3e " Tsinc (31T )}

.

j3nfT —j3nfT )
e —€
>
J

2)

3sin (3nfT )

SnfT

> =

J



Ne segue:

3T
X(f)= je—jz"ft (%—2)dt+T sinc( fT)e ™" =
0

=— j21 f {e‘jﬁ"” +2-3e " sinc(3fT )}+
T

+T sinc( fT)e™ "™

Osservando poi che:



risulta:



N 1
) 2nf
+T sinc( fT)e™!"™" =

. {M+2—3e‘j3nfTsinc(3fT )}+

jonf
1 — 1 o J8nfT ) _
-+j2nf(ﬁ>ﬂkﬁ/ : )_
1
 j2onf

X (f)= te 1o 123 *sinc (31T )| +

{—2+3e *sinc (3T ) —e 1 |



Dunque, se f =0, X(O):—I

2
se f #0,
X(f)= jzlnf {—2+3e‘j3"fTsinc(3fT)—e‘jS“fT}
Ne seguono:
1 1 7 1
Y, =—X(0)=- __=
oA (0) AaY 2 8



mentre se k #0 ,essendo
1

X(f)= o {—2+3e‘j3’°”sinc(3fT)—e‘jS"fT}
f#0
()
4T 4T




K#0

(

1 —jgkn _
Y, = = k<—2+3e ) smc(
JeTK |
3 ( —jékn _ (3
=———1+e * sinc| —
27K | 4
In particolare, per k=4
Y4 :j?gn{—l-l- e_j3nSinC(3)} —

=2
4

S
j_eﬂkn i




Cosicche I'equazione di sintesi

( ) ZY o i 2Kt

k=—00
diventa:
kK
J2km— 0 J—mt
Zye 4T:ZYkeZT _
k=—c0
1 & —jLnt +00 k
L ===+ Y e T ¥y e
Y = —— k=1 k=1



(

3 e (3
Y = ; {—1+e *sinc|l—k|p

J2nk | 4 /] %0
1 +00 —J—TCt +00 j—
y(t)=—=+>Y,e T +>VYe? =
8 o k=1

0 ( 'En \ —'Ln
L : : J_14+e'"" sinc(—gkj g Ty
3 k=1 JZTCk )

.

( A
3 %k . (3 -t
+> ——<-1+e * sinc| =k |re 7
o | 21K 4
S y,
sinc e pari



o 1 i2kn
—<-1+e* sinc| =k

\

. j%kn _ 3 j%nt
—1+e mnc-zk - @




3

Tt ——

4

gkjsin( K
2T

Jo

K
— T

2T

4
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