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1 Richiami sugli integrali curvilinei
Una curva semplice T' € 'immagine di un’applicazione:

v:is€I CR—~(s) = (2(s),y(s),2(s)) €T CR? (1.1)

biunivoca e C' a tratti. L’applicazione ~ si dice una parametrizzazione di T.
Una curva semplice, dunque, non interseca se stessa. Se I = [a,b], i punti
v(a) = P e vy(b) = Q si dicono estremi di I'. Una curva semplice I' possiede
due possibili orientazioni, la prima da P a @ e la seconda da @ a P. Una curva
semplice I" assieme ad una delle sue possibili orientazioni si dice una curva
semplice orientata.

Sia v : I = [a,b] — R? una parametrizzazione di I e sia h : I’ = [a/,b'] — I
un’applicazione biunivoca e C' dall’intervallo I’ C R sull’intervallo I C R.
L’applicazione:

o:=~oh:I' - R3
(1.2)
gitel MselT X o(t)=~(h(s) €T C R3

si dice una riparametrizzazione di I'. In pratica, una riparametrizzazione di
I' consiste in uno scaling dell’intervallo nel quale varia il parametro. Nella
definizione (1.2) ¢ implicito il fatto che il riscalamento trasforma gli estremi o’
e b dell’intervallo I’ negli estremi a e b dell’intervallo I. A questo proposito, si
possono avere i due casi seguenti:

(i) o(@)=(yoh)(@)=~(a) e o) =(yoh)l)=r~()

(i) o) =(yoh)(d) =) e o) =(yoh)(t)=r(a).

Nel caso (4) si dice che la riparametrizzazione mantiene [’orientazione su I, nel
caso (i) che essa inverte l'orientazione.

Quale che sia la parametrizzazione v della curva semplice I" sull’intervallo [a, ],
se avviene che «(a) = ~(b) si dice che ' & una curva semplice chiusa.

(1.3)

Definizione 1.1. Sia T’ una curva semplice e v : s € [a,b] — ~(s) =
(x(s),y(s),2(s)) € T C R® una sua parametrizzazione. Sia f : R®> — R tale
che la funzione composta s — f(x(s),y(s), z(s)) risulti continua in I = [a, b]. Si
definisce integrale di f lungo I' la quantita:

b
/ fae / F(¥()) [ (5)] ds (1.4)

dove |v/(s)| = \/(,7:’(8))2 + (y'(8))2 + (2/(s))2.. La formula (1.4) si pud giustifi-
care in termini di limite di somme di Riemann. Infatti, la quantita |y'(s)| & il
limite:



(st As) —A(s)] _ [A(s)
As—0 As As
Il numeratore del rapporto incrementale nella (1.5) rappresenta la lunghezza
della corda lungo I' tra i punti v(s) e y(s + As).

(1.5)

Suddividiamo Dintervallo [a,b] in un numero finito N di intervalli (non neces-
sariamente uguali) di lunghezza As; = s;41 — s; (¢ = 0,1,..,N), con sg = a
e sy = b, e poniamo v; = v(s;) e Yir1 = Y(si+1). La curva T resta quindi
suddivisa in archi le cui lunghezze sono |AY¢;| = 'yi/’y)rl, mentre le lunghezze

delle corrispondenti corde sono |A~;| = 7;7;+1. Ponendo :

fi = min f(x), F, = max f(z)

Sq Si

restano definite le somme:

N-1 N—-1
sv= Y [lALI, Sy =" Fi|Al]. (1.6)

le quali approssimano l'integrale di f lungo I rispettivamente per difetto e per
eccesso:

st/fdéssN,
vy

per ogni N. Facendo tendere N — oo la lunghezza della corda tende a quella
dell’arco corrispondente, per cui in (1.6) si pud prendere |A~;| in luogo di |AZ;].
Moltiplicando e dividendo per As; in sy e Sy e tenendo conto che f & continua'
si ha:

N—o0

b
fim sy = Jim S = [ fla(s).p(s).2() b (9)] s,
e quindi la (1.4).
Se f =1 nella (1.4), I'integrale [ d¢ = fab |7/ (s)| ds fornisce la lunghezza della
curva I.

Definizione 1.2. Sia I' una curva semplice e v : s € [a,b] — ~(s) =
(2(s),y(s),2(s)) € T € R? una sua parametrizzazione. Si indichi con df
uno spostamento infinitesimo lungo I' a sia f € R?® — R? un campo vet-
toriale tale che, dette f., f,, f. le componenti di f, le funzioni composte
s fula(s),y(s), 2()), s = £, (x(s),y(s), 2(5)) e s = f((s), y(s), 2(s)) siano

continue in [a,b]. La quantita:

Aﬂag £(v(s)) -7/ (5) ds (1.7)

a

n realta & sufficiente che sia continua a tratti



si dice integrale curvilineo di f lungo T.

Un esempio di integrale curvilineo ¢ il lavoro compiuto da una forza (P, F)
quando il suo punto di applicazione P si sposta dal punto A al punto B lungo
la traiettoria T'.

Data la parametrizzazione «y(s) di I', I'espressione:

dy(s) . (s +As) —(s)

/

= = 1

() ds AsDo As ’

fornisce un vettore tangente a I'. Il versore tangente, quindi, si ottiene come?:
7' (s)

T(s) = . (1.8)

17 (s)]

Moltiplicando e dividendo per |¥’| e tenendo conto della (1.8) la (1.7) diventa:

b
/ £ode = / £(4(s)) - 7(5) |7 (5)] ds (1.9)

Dunque, calcolare 'integrale curvilineo del campo vettoriale f lungo la curva I'
equivale a calcolare l'integrale lungo I' della componente f, = f-7 di f tangente
alla curva.

Teorema 1.1. Sia I' = [a',)/] C R, h: I' — I = [a,b] biunivoca e C' e sia
o =~oh:I' = R3 una riparametrizzazione di I'. Allora:

.{/ f-de, se o mantiene l’orientazione su T,
! o
_ { (1.10)

/f.de
.

t—/ f-dl, seo inverte lorientazione su .
o

Dimostrazione. L’integrale curvilineo di f lungo I' parametrizzata secondo la o
e:

bl
/f-cw:/ f(o(t)) - o'(t)dt. (1.11)
Ora, dal teorema di derivazione delle funzioni composte si ha:
o'(t) = (yo h)'(t) =~ (h(t))N'(t)

Sostituendo quest’ultima e la o (t) = v(h(t)) in (1.11) ed effettuando il cambio
di variabile s = h(t) (e quindi ds = h/(t)dt) si trova:

2A seconda della parametrizzazione prescelta pud capitare che |y/| = 1. Cid accade, per
esempio, se s & l'ascissa curvilinea, ovvero la misura dell’arco orientato lungo I'. Inoltre, qui
supponiamo che ’(s) # 0 per ogni s € [a, b]



1% R(b')
/ f(o(t)) - o (t)dt = / £(v(s)) - 7' (s) ds =

/ h(a/)

b
/ f(v(s))-v'(s)ds = / f-de, se o mantiene l'orientazione su I,
a v

(
i
:t/ £(v(s))-v'(s)ds = — / f-de, se o inverte 'orientazione su T
b v
O

Il Teorema (1.1) afferma, in pratica, che l'integrale curvilineo di una funzione
su una curva I' & indipendente, a meno del segno, dalla parametrizzazione di
quest’ultima.

2 Teoremi integrali

Una regione D del piano ¢ detta di tipo 1 (Figura 1) se & costituita dai punti
x,y tali che:

v
X

i
i
]
i
o kb

Figura 1: Regione di tipo 1



di tipo 2 (Figura 2), invece, se:

c<y<d, ¢3(y)§1'§¢4(y)'

—— —

v

Figura 2: Regione di tipo 2
Una regione di tipo 3 € una regione che risulta sia di tipo 1 sia di tipo 2.

Teorema 2.1. Sia D una regione di tipo 1 e sia P(x,y) una funzione definita
nella chiusura D di D e di classe C*. Allora:

_/wpdlej (%) dxdy , (2.1)

dove CT ¢ il contorno di D orientato positivamente in senso antiorario.

Dimostrazione. 1l risultato si ottiene immediatamente calcolando 'integrale a
secondo membro della (2.1), tenendo presente la Figura 1. Infatti:

b $2(x)
/ (6_P> dxdy:/ </ G_de> dr =
D ay a ¢1(x) 39

b
/ [Pe.62(2) ~ Pw.n(@))] de = — [ Pde— [ Pau.
a C, (o

(2.2)

11 risultato si ottiene immediatamente osservando che, poiche gli integrali curvi-
linei della P in dz lungo B; e lungo B;‘ sono nulli, questi si possono sommare
a secondo membro della (2.2) per ottenere infine la (2.1).

O

In modo del tutto analogo si dimostra il seguente:



Teorema 2.2. Sia D una regione di tipo 2 e sia Q(z,y) una funzione definita
nella chiusura D di D e di classe C*. Allora:

C+Qdy:/D (g—g) dzdy . (2.3)

Osservando infine che una regione di tipo 3 € nello stesso tempo sia di tipo 1 sia
di tipo 2, si ottiene il seguente:

Teorema 2.3. (di Green in R?) Sia D una regione di tipo 3 e siano P(z,y)
e Q(x,y) funzioni definite nella chiusura D di D e di classe C*. Allora:

/C+ (Pdx + Qdy) = L (% - (z—];) dady . (2.4)

Vediamo alcune immediate conseguenze del Teorema 2.3. Consideriamo il cam-
po vettoriale F(z,y) = P(z,y)e; + Q(x,y) e definito e di classe C! in D.
Stante la (1.7), 'integrale curvilineo (circuitazione) di F lungo la curva chiusa
CT, contorno di D, &:

/ F.de= [ (Pdv+Qdy). (2.5)
c+ c+
Peraltro, la componente lungo es del rotore di F é:
oQ 0P
tF - = — - —. 2.6
o = o Oy (2:6)

Confrontando le (2.5) e (2.6) con la (2.4) si ottiene il:
Teorema 2.4. (di Stokes in R?) Sia F(z,y) = P(z,y) e1+Q(z,y) ez definito
e di classe C' in D C R2. Allora:
/ F.dt = / (rotF - e3) dady . (2.7)
ct+ D

Si puo dimostrare che un risultato simile al Teorema 2.4 vale nel caso in cui D
¢ una superficie bidimensionale “immersa” in R? ed avente contorno C* (vedi
Figura 3).

In questo caso al versore es nella (2.7) va sostituito il versore n della normale
esterna a D in ogni punto:

/ F-dt= / (rotF - n) dady . (2.8)
c+ D
Quest’ultima relazione esprime il teorema di Stokes in R3.

Ricaviamo ora un’altra conseguenza del teorema di Green. Sia D una regione
di R? il cui contorno C & individuato parametricamente dalla:



Figura 3: Regione D immersa in R3

~:sel=]ab CR—~(s) = (x(s),y(s)) € C CR?

del tipo della (1.1). L’espressione:
y'(s)er — 2'(s)ey
n= , (2.9)
V@) + /()

fornisce il versore della normale esterna® a D in ogni punto di C. Siano ora
P(x,y) e Q(z,y) di classe C! in D ed andiamo a considerare il campo vettoriale
F(z,y) = Pe; + Qes. L’integrale della componente normale esterna di F su C
si calcola, come ricordato nella (1.4):

PP (w(s),y(s) ¥ (s) — Q (a(s), y(s)) 2/ (s) 5 3
(F-n)dl = V(@' ()2 + (/(5)) ds =
/C / V@ () + (v/(5))

b
L (P (2(5),9(5)) ¥/ (5) — Q (a(s),y(s)) 2/ ()} ds = /C (P(z,y)dy — Q(z,y)d) .

Confrontando quest’ultima relazione con la (2.4) si ottiene:

/F~nd€=/ <8—P—|—8—Q> dmdy:/ divF dA.
c p\dz 9y D

che esprime il teorema della divergenza di Gauss in R2. Piu in generale, se
QcR? ha contorno 99 C R? ed F & un campo vettoriale sufficientemente
regolare in (), il teorema della divergenza si esprime attraverso la relazione:

3Stiamo qui supponendo che C sia sufficientemente regolare da possedere la normale in
ogni suo punto.



/F~ndA: divFdV . (2.10)
o0 Q

3 Derivazione dell’equazione del calore

Sia Q@ C R3, Q' un qualsiasi sottoinsieme spaziale di Q (' C Q), IV = 9’ il
bordo di €' e x = (z,y, ). L’energia interna contenuta in Q' al tempo ¢ & data
da:

For(t) = / px)e(x)ulx, 1)V, (3.1)

dove p ¢ la densita, c il calore specifico* e u la temperatura. Detta f(x,t)
Penergia prodotta (o sottratta) da eventuali sorgenti (pozzi) di calore presenti
in ' ed indicati rispettivamente con q(x,t) il flusso di calore attraverso l'unita
di superficie® e con n(x) il versore della normale esterna a I, equazione del
bilancio dell’energia interna in Q' (primo principio della termodinamica) é:

d

pn p(x)e(x)u(x,t)dV = [ f(x,t)dV — [ a(x,t) -n(x)dA. (3.2)
o o

1—‘/
Poiche Q' & un dominio spaziale, il primo membro della (3.2) diventa:

d 0 t
& [ et av = [ pe 2150
Utilizzando il teorema di Gauss (2.10), I'ultimo integrale a secondo membro
della (3.2) diventa:

av . (3.3)

/ bt ndA= [ Vealxdv, (3.4)

Sostituendo (10.13) e (10.14) in (3.2) troviamo:

ou(x,t
/, <p(x)c(x)% CfX) 4V q(m)) v =0,
da cui, stante 'arbitrarieta di Q' C €, segue:

p00e0 P50  pc 1) v g ). (3.5)

E’ ora necessario introdurre una relazione costitutiva che leghi il flusso di calore

411 calore specifico & la quantita di energia che occorre fornire (sottrarre) all’unita di massa
perche la sua temperatura aumenti (diminuisca) di un grado Kelvin
511 flusso di calore si intendera positivo se entrante in €’



a(x,t) al campo di temperatura u(x,t). Il legame costitutivo pitt adoperato
la legge di Fick-Fourier:

a(x,t) = —xVu(x,t), (3.6)

dove x e la conducibilita termica. Supponendo quest’ultima costante e sosti-
tuendo (3.6) in (3.5) troviamo:

p(x)c(x)%ﬁ’t) = f(x,t) + xV - Vu(z,t) = f(x,t) + xAu(x,t). (3.7)

Supponendo p e c¢ indipendenti dal punto, dividendo ambo i membri della
(3.7) per pc(# 0) e ponendo a? = x/pc > 0 e Q(x,t) = f(x,t)/pc troviamo
finalmente:

ou(x,t)

pramie a’Au(x,t) + Q(x,t). (3.8)

4 Derivazione dell’equazione delle onde

Sia € il dominio (aperto e connesso) bidimensionale immerso in R? occupato
dalla membrana e sia I' il suo bordo. Le ipotesi che si fanno sono:

e 1o spessore della membrana & nullo (in realta piccolo rispetto alle altre due
dimensioni);

e gli spostamenti sono esclusivamente verticali, cioe ’equazione della mem-
brana a t fissato e:

z = u(z,y);
e piccole deformazioni, cioe:
ou ou
— <1 ; — < 1;
ox y

e la tensione ¢ tangente in ogni punto alla membrana.
Facciamo, poi, un’altra ipotesi non essenziale ma che semplifica i calcoli, e cioe:

e la tensione ¢ costante in modulo (ovvero le proprieta elastiche della mem-
brana sono indipendenti da x € 2.

Indichiamo con v(x,t) = v(z,y,t) es la velocita della membrana (diversa da zero
soltanto nella direzione z), con p la sua densita (costante), con f(x,t) la forza
specifica di volume e con Tp il modulo (costante) della tensione. Il bilancio della

10



quantita di moto nella direzione verticale z relativo ad un sottoinsieme materiale
qualsiasi Qg C € di contorno I'y fornisce::

d
L pvixit) esdA= [ £(x,t)- e dA+/ To(t xn)-esdl,  (4.1)
dt Jo, Q0 To

dove con t ed n si sono indicati i versori tangente e normale a I' e con dA e dl gli
elementi di superficie e di linea negli integrali. Per le ipotesi fatte, la tensione
¢ equilibrata dappertutto tranne che sul bordo I'y di €. Dovendo la tensione
appartenere in ogni punto al piano tangente alla membrana, su I'y essa risultera
ortogonale tanto a t quanto ad n, per cui la sua direzione sara data (su I'g)
dal versore t x n. Utilizzando il teorema del trasporto di Reynolds® (g & una
superficie materiale), ’equazione di continuita:
2—5 +pV-v=0,

ed il fatto che v ha direzione soltanto lungo z e dipende spazialmente soltanto
da z ed y, il primo membro della (4.1) diventa:

2
i/ v(t)egdd = [ p2050 gy [ 2ub0D)
Qo

dA.
dt 0 o LT

Ora, utilizzando la proprieta ciclica del prodotto misto, 'ultimo termine a
secondo membro della (4.1) si pud scrivere come:

/ To(txn)~e3dl:/ To(nxeg)-tdl
Ty o
che, utilizzando il teorema di Stokes (2.8), diventa:
/ ToV x [(n x e3)] -ndA.
Qo

Ora, siccome l’equazione della membrana ¢ il grafico di una funzione v da R?
in R, se ne puo dare la rappresentazione:

g(x7yvz) I:Z*U(Z,y) =0.

Dunque, I’espressione cartesiana del versore normale n risulta:

0
n—‘vg|— ou\? ou\ 1N_£81_5_y62+eg7
(5:) + (&) +

6Vedi Appendice A.

11



per lipotesi di piccole deformazioni. Ora:

nxe—(—@e—@e +e)xe—@e—a—ue
3= oz &1 8y2 3 3= 5, ©2 oy 1,
Vx[(nxe )]—<e 9 e d te ﬁ)x@le —@e>—@e+@e
T\ or T oy T 0z or 2 Oy ') 0x2 P oy2
?u  0%u
VX[(nXe3)]~e3:@+a—y2.

Sostituendo a secondo membro della (4.1) e ponendo f(x,t) = f(x,t) - e3 si

ottiene:
0?u(x, ) u  0*u B
AU {pT_f_TO (%*@)} 44 =0.

Poiche questa identita vale qualunque sia Qg C €2 si deve necessariamente avere:
0%u(x,t) 0?u  9%u
guxt) _p (2% T
TS 0 <3z2+8y2>+f’
ovvero, ponendo F(x,t) = f(x,t)/p(x,t) (p > 0):
0u(x,t)
ot?

Se, infine, la membrana & omogenea (p = costante), ponendo a? = Ty/p si
ottiene I’equazione di d’Alembert:

T
:—OAu+F.
P

0%u(x,t)

5 Considerazioni sulla buona posizione dei pro-
blemi alle derivate parziali

Cominciamo con l'osservare che se la funzione incognita u € indipendente dal
tempo (caso stazionario), allora le (4.2) e (3.8) si riducono ambedue all’equazione
di Poisson:

Au(x) = f(x). (5.1)

dove f(x) ¢ una funzione assegnata in .
Se non vi sono forze esterne nella (4.2) o sorgenti di calore nella (3.8) otteniamo
rispettivamente ’equazione omogenea di d’Alembert:

12



0?u(x,t)

2 = a® Au(x, 1), (5.2)
e ’equazione omogenea del calore:
0 t

ug;, ) = a’Au(x,t), (5.3)

mentre equazione di Poisson (5.1) si riduce all’equazione di Laplace:

Au(x)=0. (5.4)

Per le equazioni (5.2) e (5.3), come del resto per le loro varianti inomogenee (4.2)
e (3.8), possono porsi diversi tipi di problemi. Il primo problema che pud essere
considerato e il problema ai valori iniziali, detto anche problema di Cauchy.
Tenendo conto che 'equazione di d’Alembert € del secondo ordine nel tempo, il
problema di Cauchy per la (5.2) é:

{ 2

: %:azAu x€N,t>0,

{ u(x,0) = g(x)  xeQ, (5.5)
=l %(X,O):h(x) x €9,

dove g(x) e h(x) rappresentano rispettivamente lo spostamento e la velocita dei
punti della membrana al tempo ¢t = 0. Per ’equazione del calore, del primo
ordine nel tempo, il problema di Cauchy diventa:

lr 8u—a2Au xeN,t>0,

ot (5.6)
L u(x,0) = g(x) xe,

dove g(x) rappresenta la temperatura iniziale in .

Se il dominio 2 ¢ limitato, oltre ai dati iniziali & necessario assegnare anche dei
dati sul contorno 92 di Q2. In questo caso si parla di problema ai valori iniziali ed
al contorno (VIC). A seconda del tipo di dato che si assegna su 9 si distinguono
diversi tipi di problemi VIC. Il problema di Dirichlet corrisponde ad assegnare su
09 il valore della funzione incognita u(x,t). Nel problema di Neumann, invece,
si assegna sul contorno di €2 il valore della derivata Ou/9n = n(x)- Vu(x,t) nella
direzione normale a J€). Infine, nel problema di Robin, detto anche problema
misto, si assegnano dati di Dirichlet su un sottoinsieme I'y di 99 e dati di
Neumann sulla restante porzione I'y = 0Q \ I'y di 992.

Consideriamo, per fissare le idee, il problema di Dirichlet per I’equazione del
calore:

13



a—?ZCLQAu xeQ,t>0,

u(x,0) =g(x) xe€Q, (5.7)

———A———

Uou(x,t) = u*(x,1) x€ i, t>0,

dove u*(x, t) € il dato di Dirichlet sul contorno di 2. Per questo come per gli altri
problemi ai valori iniziali o ai valori iniziali e al contorno si pone la questione
preliminare della buona posizione. Questa consiste nel provare che il problema:

e ammette una soluzione;
che:

e la soluzione & univocamente determinata;
e che:

e la soluzione dipende con continuita dai dati.

6 Buona posizione del problema ai valori iniziali.
Teorema di Cauchy-Kowalevskaya

Nello studio delle equazioni differenziali ordinarie un classico risultato, normal-

mente esposto nei Corsi di Analisi Matematica, riguarda la buona posizione del

problema ai valori iniziali, o problema di Cauchy. Se ci limitiamo a considerare

un’equazione del primo ordine di forma normale, questo problema ¢ formulato
come segue:

Determinare la/le soluzioni dell’equazione:

v = fx,u), (6.1)

che assume/assumono nel punto xq il valore:

u(zg) = ug . (6.2)

Se il problema (6.1)-(6.2) ¢ ben posto, allora di soluzioni ve ne ¢ una ed una
soltanto. A proposito, sussiste il ben noto:

Teorema 6.1. (Teorema di Cauchy) Sia la f che compare nella (6.1) una
funzione continua dei suoi argomenti e lipschitziana rispetto ad u in un intorno
del “dato iniziale” (xg,up). Allora, & possibile determinare un § > 0 tale che
il problema ai valori iniziali (6.1)-(6.2) ammette una ed una sola soluzione
nell’intervallo (xg — 6, g + 0).

14



Il risultato precedente ¢ fondamentale nello studio delle equazioni ordinarie
perche fornisce delle condizioni sufficienti per ’esistenza e I'unicita locali della
soluzione di (6.1)-(6.2). Quando si passa a studiare le equazioni alle derivate
parziali, € spontaneo chiedersi se vi & un risultato analogo per il corrispondente
problema ai valori iniziali.

Come abbiamo visto ai paragrafi precedenti, le classi di equazioni alle derivate
parziali piu importanti nella fisica matematica sono di ordine due. Per questa
ragione, limitiamoci a considerare la piti generale equazione alle derivate parziali
lineare del secondo ordine:

0%u 9%u 9%u ou Ou

@—’_B(x’y)@x@y +C(z,y) :@(u,%,a—y,x,y), (6.3)

A(z,y) 8_312

nella funzione incognita u(z, y). I termini A, B e C' sono i coefficienti mentre ® &
il termine noto, cioe & assegnato come funzione dei suoi argomenti. A differenza
del caso di un’equazione ordinaria, per formulare il problema di Cauchy relativo
alla (6.3) I'incognita u non & assegnata in un punto (zg, yo) ma lungo una curva
I nel piano zy di equazioni parametriche:

{ 33:33(8),
s€la,b] CR, (6.4)
y=y(s),

essendo s 'ascissa curvilinea lungo I'. Poiche la (6.3) ¢ di ordine due non basta
assegnare u lungo I' ma occorre assegnare, sempre lungo I', anche la derivata
normale della u. Il problema e dunque:

Determinare la/le soluzioni della (6.3) tale/tali che:

u(z(s), y(s)) = o(s),
o s €la,b] CR, (6.5)
O a5), () = 05)

dove n(s) é il versore della normale principale a T' nel punto (x(s),y(s)), per
s € [a,b].
L’idea & la seguente. Indicato con Py un punto della curva I' di coordinate

x(50),4(s0)) = (zo, o), cerchiamo una soluzione del problema (6.3)-(6.5) nella
forma di una serie di potenze:

15



o) =u(P)+ (55) @=a)+(5) -w)

0*u 2 0?%u 0%y 9

+ (%)PO (x— o) -
(6.6)

Se si riesce a dimostrare che (i) una soluzione della forma (6.6) esiste e che
(ii) per ogni punto Py € T la serie (6.6) ha raggio di convergenza non nullo
£(Py) allora, al variare del punto iniziale Py € T, si determina una regione (vedi
Figura 4) attorno a I' nella quale una soluzione del problema (6.3)-(6.5) esiste.

Figura 4: Ciascuno dei cerchi individua una regione in cui la serie (6.6) con-
verge. In questo modo si determina un intorno di I' in cui vi é una soluzione di

(6.3)-(6.5).

Condizione necessaria perche la serie (6.6) abbia senso ¢ che, per ogni Py € T,
le derivate della u di tutti gli ordini che appaiono nella serie esistano, cioe siano
calcolabili a partire dai dati (6.5).

In un qualsiasi punto di I (cio¢ per qualsiasi s € [a,b]) i vettori:

_(d_x @) _<_@ dj’)
= ds’ds)’ = ds’ds)’

sono rispettivamente i versori tangente e normale a I' in P(s). Lungo I' si ha
dunque:
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((Ou_ g, ,_Oudr Oudy dp

i asivu = Bxds oyds ds’

{ (6.7)
| Ou _ Oudy  Oudr

\B_n_vu'n_ 8xds+8yds_w'

Il determinante della matrice dei coefficienti del sistema (6.7) é:

dz\? dy\? 9
- —Z = =1
<ds) + <ds) I~ ’

e dunque da (6.7) si calcolano le derivate prime du/dz e du/dy della u lungo T.
Poniamo ora per brevita:

_Ou _Ou Pu D tfﬂ (6.8)
p_ax’q_(?y’r_aﬁ’s_axay’ oy? '

La (6.3) si scrive:

Ar+Bs+Ct=9,

dove a questo punto sia i coefficienti A, B, C' che il termine noto ® sono noti
lungo T". Inoltre, le relazioni:

dp = rdzx + sdy,

dq = sdx + tdy,

sono delle identita valide dappertutto e, in particolare, lungo I', laddove i termini
dz e dy sono noti. Dal sistema:

( Ar+Bs+Ct=129,

1

1

{ rdx + sdy = dp), (6.9)

\ sdz +tdy = dq,

dove le quantita A, B, C,dp,dq sono valutate lungo I' ¢ possibile calcolare le
derivate seconde 7, s,t di v lungo I' a condizione che il determinante della matrice
dei coefficienti:

A B C
A=l|dr dy O0|=A(dy)?— Bdaxdy+ C(dx)?, (6.10)
0 dr dy

non si annulli in nessun punto di I'. Supponendo verificata questa condizione
(cioe A # 0 per ogni P € T"), ponendo:
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OPu 3u 3u O

Tz

T 9r3 szaany:Ty’ tm:@x@yg A tyiayg”

e derivando rispetto ad = lungo I' le equazioni del sistema (6.9) si trova:

( Ary +Bs, +Cty, = @, + U,

1

{ rydx + s;dy = dr, (6.11)
1

\ szdx + trdy = ds.

Qui ¥, che raggruppa tutti le quantita che non contengono derivate terze, e i
termini A, B, C,dr,ds sono calcolati lungo I', e quindi sono noti. Ancora una
volta, se il determinante dei coefficienti del sistema (6.11) & diverso da zero in
ogni punto di I" sara possibile calcolare, in ogni P € T', le derivate terze 7., s;, t;
di u lungo I'. La derivata terza mancante, cioe t,, si potra calcolare, sotto la
stessa condizione, derivando le equazioni del sistema (6.9) rispetto ad y invece
che rispetto ad x. In ogni caso, & immediato verificare che la condizione perche
si possano calcolare tutte le derivate terze di u lungo I' & che:

A = A(dy)* — Bdzdy + C(dx)? #0, per ogni P eT'. (6.12)

Iterando il procedimento sin qui descritto (i calcoli sono un po’ noiosi ma sempli-
ci) si verifica che la condizione (6.12) & necessaria per il calcolo delle derivate di
qualsiasi ordine della u lungo la curva I'. Supponendo dunque la (6.12) verifica-
ta, tutti i termini della serie di potenze (6.6) sono ben definiti e quindi ha senso
cercare una soluzione del problema (6.3)-(6.5) avente quella forma. Possiamo a
questo punto enunciare il:

Teorema 6.2. (Teorema di Cauchy-Kowalevskaya) Supponiamo che i co-
efficienti A,B,C ed il termine noto ® della (6.3) siano funzioni analitiche
dei loro argomenti, che la curva T' sia analitica (cioé siano analitiche le sue
equazioni parametriche (6.4)), che i dati (6.5) siano analitici e che la con-
dizione (6.12) risulti verificata in ogni punto P € T'. Allora, in ogni punto di T,
la serie (6.6) ha raggio di convergenza diverso da zero. Dungque, il problema di
Cauchy (6.3)-(6.5) ammette una soluzione analitica in un intorno della curva
T. Inoltre, tale soluzione é anche l'unica soluzione (analitica) di (6.3)-(6.5).

L’equazione:

A = A(dy)* — Bdxdy + C(dx)? =0, (6.13)

definisce in ogni punto due (in generale) direzioni che rappresentano le tangenti
a due (in generale) famiglie di curve lungo le quali A = 0. Tali curve vengono
dette curve caratteristiche o, piut semplicemente, caratteristiche. Lungo le ca-
ratteristiche ¢ impossibile calcolare le derivate della u. Condizione necessaria,
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quindi, perche 'equazione (6.3) sia risolubile & che I' non risulti tangente in
nessun punto ad una curva caratteristica.
La condizione A = 0 pu0 essere riscritta come:

dz\? dx
o(Z) (%) aso, 619

e quindi le caratteristiche hanno, in ogni punto, una tangente di coefficiente
angolare:

_ B++/B?—4AC

A 2C

SE

Si distinguono i seguenti casi:

e B2 —4AC > 0 In questo caso le caratteristiche sono due famiglie di curve
reali nel piano xy. L’equazione si dice iperbolica.

e B? - 4AC = 0 La condizione A = 0 definisce, in questo caso, una famiglia
di caratteristiche reali. L’equazione si dice parabolica

e B2—4AC < 01In questo caso non vi sono caratteristiche reali. L’equazione
si dice ellittica.

Esempio 6.1. L’equazione delle onde:

82 2
200 0
ox?  0Ot?
ha A =a? B=0,C = —1e quindi B2 — 4AC = 4a® > 0. Dunque, I'equazione
delle onde ¢ iperbolica.
L’equazione del calore:

(6.15)

0%u  Ou ou

== 6.16
o T ot ( 615) ’ (6.16)

ha A =a? B =C =0 e quindi B?> — 4AC = 0. Dunque, ’equazione del calore

¢ parabolica.

Infine, ’equazione di Poisson:

u  0%u

ha A=C =1, B=0e quindi B> — 4AC = —4 < 0. Dunque, I’equazione di
Poisson (come quella di Laplace) ¢ ellittica.

Esempio 6.2. La classificazione di un’equazione alle derivate parziali del se-
condo ordine data nell’esempio precedente puo non essere uniforme, nel senso
che una stessa equazione pue avere caratteristiche diverse in diverse regioni. Un
esempio ¢ ’equazione di Tricomi:
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0u N 0%u
— t =
0x? Oy>
usata nello studio del moto di un gas con velocita prossima a quella del suono.

Si verifica immediatamente che ’equazione (6.18) ¢ iperbolica nel semipiano
x < 0, parabolica sull’asse x = 0 ed ellittica nel semipiano = > 0.

=0, (6.18)

7 Problema di Cauchy per I’equazione delle onde
1D. Soluzione di d’Alembert

In questo paragrafo studieremo il problema di Cauchy:

,0%u  9*u

(

iaW:W’ —OO<.T<+OO,t>O

{ u(z,0) = F(x), (7.1)
E ou —o0o <z < +00

L S(@0) =G,

Qui F(z) e G(x) rappresentano rispettivamente lo spostamento e la veloc-
itd iniziali. Le caratteristiche dell’equazione iperbolica (7.1); sono le rette di
coefficiente angolare:

Nelle applicazioni risulta pit pratico usare, per rappresentare le caratteristiche,
un piano cartesiano che presenta la variabile spaziale x sulle ascisse ed il tempo
t sulle ordinate. In questa maniera, le curve caratteristiche sono le rette raffi-
gurate in Figura 5. Per ogni punto xy passano due rette caratteristiche i cui
coefficienti angolari sono £1/a (nel piano tz).

Introduciamo le nuove variabili:

E=x—at, n=axz+at. (7.2)

Non ¢ difficile verificare che, nelle nuove variabili (7.2), i termini dell’equazione
indefinita (7.1); diventano:

oo o
0x2 02 0tdn  on?’

il ) Wl S il
a2 oe2 ~ “ocon T o

Sostituendo in (7.1); e tenendo conto che a # 0, si trova che l'equazione
indefinita delle onde nelle variabili &, 7 si scrive:

Pu o2 <82u 0%u 82u>
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X X

Figura 5: Caratteristiche per l’equazione delle onde in una dimensione spaziale.
Per ogni punto xo passano due rette caratteristiche.

0%u B
ocon

(7.3)
E immediato verificare che la soluzione generale della (7.3) &

u=f(&)+gn),

ovvero, tornando alle variabili originali x, ¢:

u(,t) = f(z —at) + g(a +at), (7.4)

dove f e g sono funzioni arbitrarie dei loro argomenti. La (7.4) rappresen-
ta la soluzione generale dell’equazione delle onde indefinita in una dimensione
spaziale. Per trovare la soluzione del problema ai valori iniziali (7.1) occorre
specificare le due funzioni arbitrarie f e g in termini degli assegnati dati iniziali
(7.1)2,3. Ponendo ¢ = 0 nella (7.4) e tenendo conto delle (7.1)2 3 si trova:

f(@) +g(x) = F(z),

(7.5)
—af'(z) +ag'(z) = G(z).
Integriamo la (7.5)y tra un punto qualsiasi g ed x:
1 xT
~f@) +a() = - [ G+ K. (76)

dove la costante di integrazione K dipende soltanto da xy. Confrontando la
(7.6) con la (7.5)1 si trova:
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CF@) 1 (7 K
D) —% xOG(S)dS—E,

(7.7)
g(m)z@—i—i/ G(s)ds-&-%,

Tenendo conto della (7.4), sostituendo nelle (7.7)q 2 rispettivamente gli argo-
menti x — at e x + at si trova:

_ F—at)+ Flz+at) 1 [ 1 [etat
u(z,t) = 5 ~ 5 LO G(s)ds + % 5 G(s)ds
_ Flz—at)+ Flz+at) 1 [t
= 5 + 5 Aiat G(s)ds
(7.8)

Quest’ultima espressione ¢ la soluzione del problema di Cauchy (7.1) e prende
il nome di soluzione di d’Alembert.

u
u(x,0)
h| 7
| b2 |
Tb-at b b brat =~
u(x,t)

Figura 6: Dato iniziale (7.9) (in rosso); soluzione (7.10) all’istante generico
t >0 (in nero).

Esempio 7.1. Supponiamo che i dati (7.1)2 3 siano:

(h, per —b<a<b,

u(z,0) = F(z) =

lO, altrimenti . (7.9)
Ou
E(m,O)zG(m)zO, 00 < x < 400
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La soluzione (7.8) corrispondente a questi dati é:

F(zx —at) + F(z + at)

5 .
Il dato iniziale e la soluzione sono rappresentati in Figura 6. Come si vede, la
soluzione consiste di due “onde” aventi la stessa forma del dato iniziale ma di
ampiezza pari alla sua meta, I'una (quella corrispondente a F(xz — at)/2) che
viaggia verso destra con velocita uguale ad a e laltra (quella corrispondente
a F(x + at)/2) che viaggia verso sinistra con la stessa velocita a. Si osservi
che la velocita di propagazione corrisponde all’inverso della pendenza delle rette
caratteristiche nel piano /z, ).

u(w, t) = (7.10)

Y

N

Dominio di influenza

v

L (%,,0) ¥

Figura 7: Dominio di influenza dei dati iniziali nel punto (xo,0).

Se, diversamente dall’Esempio 7.1, la velocia iniziale fossse non nulla, V'effetto
sarebbe quello di un’onda che si propaga con velocita < a in entrambe le di-
rezioni. In definitiva, i dati iniziali di un problema del tipo (7.1) conducono
ad una soluzione sotto forma di un’onda che si propaga nelle due opposte di-
rezioni con velocitd uguale ad a (se G(x) = 0) e comunque non superiore ad a
(se G # 0). Questo fatto ¢ visualizzato nel piano caratteristico x,t. Un dato
iniziale (di posizione e\o di velocitd) nel punto (zg,0) influenza la soluzione
soltanto nella regione ombreggiata di Figura 7, che viene chiamata dominio di
influenza del punto (zg,0). Pill in generale, se F' e G sono nulle per |z| > b, al-
lora u(x,t) & uguale a zero per |z| > b+ at, per modo che il dominio di influenza
dell’intervallo |z| < b ¢ il settore |x| < b+ at. Questa osservazione va sotto il
nome di principio di causalita.
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8 Problema di Cauchy per I’equazione di diffu-
sione 1D. Nucleo del calore

In questo paragrafo studieremo il problema di Cauchy:

( ,0%u Ou
ig27 L = o<z <4oo,t>0
 u(z,0) = f(z), —00 < T < 400

dove f(x) ¢ il dato iniziale (tipicamente, la temperatura iniziale). Per deter-
minare la soluzione di (8.1) faremo uso delle trasformazioni integrali, in partico-
lare della trasformata di Fourier. A tale scopo, la condizione da richiedere sulla
u(x,t) & che essa risulti assolutamente integrabile in —co < x < 400 per ogni
t > 0, cioe:

+oo
/ |u(z, t)|dx < 400, per ogni t > 0.
Calcoliamo dunque la trasformata di Fourier della (8.1);:
+oo 82 ) +oo a . 6 +oo )
a’ /_Oo a—;;e_”kxdxz/_oo a—qze_’mdx: 5/_00 we Ty (8.2)

Indicando con u(k,t) la trasformata della u(x,t), sfruttando le proprieta delle
trasformate di Fourier delle derivate la (8.2) si puo scrivere come:

ou

272~
—a*k“u(k,t) = —(k,t 8.3
@Rk, 1) = S (k1) (53)

la quale, integrata rispetto a t fornisce:
a(k,t) = a(k,0) e ** (8.4)

per ogni —o0o < k < +o00. Il dato iniziale nella (8.4) si ricava dalla trasformata
di Fourier del dato (8.1)s:

1 +oo , .
u(k,0) = — w(z,0) e o dy = f(k).
(h0)= o= [ u@0) F(k)
In questo modo si ha:

a(k,t) = f(k)e @Kt (8.5)

Ricordiamo che il prodotto di convoluzione tra due funzioni ¢(z) e ¥(x) &
definito come:

1 Foo
(050) (@) = = [ RRCEGIGI (8.6)
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Il teorema di convoluzione afferma che se ¢ e i sono assolutamente integrabili
in (—o0,+00), allora:

(1) =d. (8.7)
La (8.5) ci dice che la @ si presenta proprio sotto la forma di prodotto tra due
trasformate di Fourier, la trasformata f del dato iniziale f e la trasformata:

Gk, t) = e @kt (8.8)

La ricerca della soluzione di (8.1) ¢ quindi ricondotto alla determinazione del-
Pantitrasformata della G(k,t) definita dalla (8.8), ovvero:

+ + 2t(k2 ka)
1 oo i 1 oo —a — T a
Gla,t) = \/—2_77/ e~ @R kT g — \/—27/ e a®t) g, (8.9)

Completando il quadrato all’esponente della funzione integranda nella relazione
precedente e portando fuori dall’integrale le quantita indipendenti da k, si trova:

2 ) 2

X i 2 X
T 4a2t +oo —a?t (k— —)  4a2t +o0
G(z,t) = c e 2a2t) g = © et gs
AV, 27T — 00 V 27T — 00
(8.10)

dove si ¢ effettuato il cambiamento di variabili s = k — (iz/2a?t). Ora:

+oo 2,2 1 +oo 2 Fis
—a“ts o —z o
[m e ds = m[m e~ dz = porg (8.11)

avendo calcolato l'integrale gaussiano:

+0o0 5
/ e Fdz=/T.

— 00

Sostituendo (8.11) nella (8.10) si trova:

e 4a2t

V2a2t
La G(z,t) cosi’ ottenuta prende il nome di nucleo del calore. Ora, utilizzando il
teorema di convoluzione possiamo finalmente scrivere la soluzione del problema

di Cauchy (8.1) come prodotto di convoluzione tra il nucleo del calore ed il dato
iniziale:

G(z,t) =

(8.12)

1 +ee _(x4_2§)2
u(x,t) = \/m/ﬁ)o e a*t  f(€)de. (8.13)
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Esempio 8.1. Consideriamo il problema (8.1) con il dato iniziale:

.{TO sex >0,
L 0 altrimenti.

La soluzione (8.13) in questo caso é:

(z —§)?

(2,1) To / T e de (8.15)
ulz,t) = . .
2av/7t Jo

Effettuando il cambio di variabile:

a:—f_s
Qa\/f_ ’

la (8.15) diventa:

/1'10 /—OO 2 CZ—‘() /0 2 \/ﬁ/Q(I\/{ 2
w(z,t) = ———— 2aV/t e ¥ds=— e % ds+ e % ds
( ) 2@\/H z/2a\/z ﬁ —o0 0

- [Herf(%ﬂ)} ,
(8.16)

dove si & usato il risultato ono exp(—s?)ds = \/m/2 e dove la funzione dell’errore
erf(y) & definita come:

2 [V .
erf(y :—/ e % dz, per ogni y € R.
) VE
In Figura 8 si puo vedere il grafico sia del dato iniziale (8.14) che della soluzione.

Osservazione 8.1. [’Esempio 7.1 mostra chiaramente come ’equazione delle
onde propaghi nel tempo la soluzione senza che questa cambi la propria rego-
larita. In particolare, in quel caso il dato iniziale discontinuo risulta in una
soluzione che si mantiene discontinua ad ogni ¢ > 0. Diversamente, I’Esempio
8.1 mostra come ’equazione del calore “regolarizzi” immediatamente (non ap-
pena t > 0) il dato iniziale. In quel caso, il dato discontinuo a ¢ = 0 diventa
C pert > 0.

Osservazione 8.2. Se si considera un dato iniziale per (8.1) del tipo:
.{T 0 se |z| <b,

u(z,0) = (8.17)

L 0 altrimenti,

la corrispondente soluzione é:
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u(x,0) 2 u(x,t)

Figura 8: Dato iniziale (8.14) (in rosso); soluzione (8.16) all’istante t = m per
a=1;To =10 (in nero).

(z —§)?
4a’t  d¢. (8.18)

TO /+b
u(x,t) = ——=— e
(@, 2av/ 7t J—p

Per ogni ¢t > 0, piccolo quanto si vuole, la funzione (8.18) risulta positiva per
ogni x, grande quanto si vuole (in valore assoluto). In altre parole, anche se in-
izialmente (per ¢ = 0) la temperatura u ¢ diversa da zero soltanto nell’intervallo
(—b,b), all’istante t = 0T essa risulta diversa da zero a distanze arbitrariamente
grandi da questo intervallo. Questa osservazione porta a concludere che il no-
stro modello matematico prevede che il calore si propaghi con velocita infinita.
Un altro modo di giungere a questa stessa conclusione consiste nell’osservare
che, come si e visto nell’Esempio 6.1, le caratteristiche dell’equazione del calore
sono rette orizzontali nel piano x,t. Poiche la pendenza delle caratteristiche
in questo piano e l'inverso della velocita di propagazione, quest’ultima risulta
essere infinita.

9 Problemi ai valori iniziali e al contorno. Se-
parazione delle variabili

Consideriamo il seguente problema di Dirichlet omogeneo per ’equazione del
calore in una dimensione spaziale:
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5(8_1::@2% O<z<L,t>0,
{ u(,0)=f(z) 0<wz<L, (9.1)
i
=k u(0,t) =u(L,t) =0  t>0,
Cerchiamo una soluzione diversa da zero del problema nella forma:
u(z,t) = U(z)T(t), 9.2)

ovvero come prodotto di una funzione U(z) della sola variabile spaziale per una
funzione T'(t) della sola variabile temporale. Sostituendo la (9.2) nella prima
delle (9.1) e dividendo ambo i membri per U(x)T'(t) # 0 troviamo:

T/ U/I

—-— = . 9.3

a?T U 9:3)
Ora, il primo membro della (9.3) dipende soltanto da ¢ mentre il secondo membro
soltanto da x. Derivando la (9.3) rispetto a ¢, quindi, si trova che la derivata del
primo membro & zero, cio¢ il primo membro della (9.3) & costante. Ma siccome
sussiste la (9.3), se ne deduce che primo e secondo membro sono uguali ad una
stessa costante u:

(T

i ﬁ:/’l’v

{ o (9.4)
Lo =r

Prendendo in esame la seconda delle (9.4), dalle condizioni al contorno di Dirich-
let sulla u(z,t) (vedi la terza delle (9.1)) si mutuano le condizioni in z = 0 e
x = L per la U(x) e si arriva a scrivere il seguente problema ai limiti:

( U = U,
(9.5)
U0) = U(L)=0.

Esaminiamo le possibili soluzioni di (9.5) a seconda del segno della costante .
o L=X>0
In questo caso la soluzione di (9.5); &:

U(z) = c1e™ + e = ay cosh(\z) + ag sinh(\z) , (9.6)

dove c1, co € a1, as sono costanti arbitrarie”. Quando si sostituiscono i dati
ai limiti (9.5)2 nella (9.6) si verifica immediatamente che questi possono essere

7Si pud passare dalla forma esponenziale della soluzione a quella in termini di funzioni
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assunti dalla U soltanto se ¢; = ¢2 = 0 (oppure a; = as = 0 se si usa l’espressione
della U in termini di funzioni iperboliche). Ma questo vorrebbe dire che U(z) =
0 e, di conseguenza, u(z,y) = 0. Dunque, @ non puo essere positiva.

o =20
In questo caso la soluzione di (9.5); &:

U(z) =c1 + oz,

con ¢; e ¢g costanti arbitrarie. Imponendo in quest’ultima relazione i dati (9.5)2
si trova ancora una volta ¢; = ¢o = 0. Quindi, ¢ non puo neanche essere nulla.

o u=-)2<0
In questo caso la soluzione di (9.5); &:

U(x) = cre” ™ 4 c0e™® = qy cos(A\z) + agsin(Az), (9.7)

con c1, ¢y € ay, as costanti arbitrarie®. Utilizzando, per fissare le idee, la forma
reale della U(x) e imponendo che questa assuma il valore nullo per z = 0 si ha
che a; = 0 nella (9.7). Ora, ¢ possibile imporre che la U si annulli anche per
x = L evitando di ottenere una soluzione banale richiedendo che:

Sn(AL) =0 = A=\, = % n=+1,42, .. (9.8)
Dunque, per i = —A? il problema ai limiti (9.5) ammette le infinite soluzioni

(definite a meno di una costante moltiplicativa):

nmwx

Un(z) = sin (T) . n=41,42, .. (9.9)

Ora, tenendo conto che le U, (x) sono definite ciascuna a meno di una costante
moltiplicativa e che il seno & una funzione dispari, possiamo limitarci nella (9.9)
a considerare soltanto gli indici n positivi. Dunque, le soluzioni indipendenti di
(9.5) sono:

nwx

Un () :sin(T) L n=1,2,.. (9.10)

Sostituendo i valori di A da (9.8) nella seconda delle (9.4) si ottengono le soluzioni
della parte temporale:

iperboliche utilizzando le formule:

Az — Az Az —Az
e +e . —e
cosh(Az) = ——— ,  sinh(\z) =
2 2
8Si pud passare dalla forma esponenziale della soluzione a quella in termini di funzioni
circolari utilizzando le formule:
eiksc + e—iAm ei/\x _ 6—1’%:0
cos(\z) = ———, sin(Ax) = ——

2 24
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nma

T, (t) = exp {— (T)2t} . =12, (9.11)

anche queste definite a meno di costanti moltiplicative. Sostituendo (9.10) e
(9.11) in (9.2) osserviamo che ogni funzione del tipo:

Up(z,t) = Up(2)Ty(t), n=12.. (9.12)

risolve (9.1);_5. E’ ragionevole supporre che la pit generale soluzione di (9.1)1_3
si otterra attraverso una combinazione lineare di funzioni del tipo (9.12). Ora,
dalla linearita di (9.1); si ha che ogni combinazione lineare finita di soluzioni
un(x,t) € soluzione, cio¢ che per ogni intero N fissato, la funzione:

N
> Buun(a,t) = > BuUn(2)To(t), (9.13)

con B,, costanti arbitrarie, & soluzione. Tuttavia, non ¢ immediato che anche la
funzione:

hm un(z,t) = u(z,t) ZB sm( ) *(’ﬂﬂ'a)Qt/L27 (9.14)

sia soluzione. Su questo delicato punto torneremo piu avanti. Assumendo
che (9.14) sia effettivamente una soluzione della (9.1)1, i coefficienti B, si
determinano imponendo il dato iniziale (9.1):

u(z,0) ZB sin (mrm) . (9.15)

Da quest’ultima relazione appare chiaro che i B,, altro non sono se non i coef-
ficienti di Fourier in termini di soli seni della funzione f(z) la quale, affinche
possa essere sviluppata in serie di Fourier in accordo con la (9.15), dovra essere
prolungata dall’intervallo (0, L) a tutto R in maniera periodica e dispari. In
questa maniera, i B,, si ottengono da:

_ %/Lf(m)sm ($) dz n=1,2,.. (9.16)
0

Sostituendo (9.16) in (9.14) si ottiene finalmente la soluzione del problema (9.1):

0= [ 0 () s () e

Esaminiamo ora la questione, lasciata in sospeso, della possibilita che la serie
formale (9.14) possa essere effettivamente soluzione della (9.1);. In altri termini,
si tratta di verificare che tale serie possa essere derivata termine a termine una
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volta rispetto al tempo ¢t e due volte rispetto allo spazio z. Una condizione
sufficiente perche la serie di funzioni:

oo

> fula), (9.18)

con f, definita nellintervallo [a,b] C R e ivi di classe C! per ogni n, sia
derivabile termine a termine in [a, ] & che la serie delle derivate:

> @), (9.19)

risulti uniformemente convergente in [a,b]. Il teorema sulla convergenza totale
(il criterio M di Weierstrass) assicura che se:

@) <M, n=12,..

con M, numeri reali non negativi, e se la serie numerica:

iMn<+oo,

n=1
& convergente, allora la serie (9.19) converge uniformemente. Dunque, calcolan-

do la derivata rispetto a ¢ del termine generale della serie (9.14) e prendendone
il modulo si ha:

‘% {Bn sin (n_z:z) e(nﬂa)Qt/LQ}‘ _ ‘_ (?)QB,L “in (?) o (nma)?/L? <
= (?)2 | BuJe=(m )" t/1% = M,

che, per ogni t > 0, ¢ il termine generale di una serie numerica convergente. Si
conclude quindi che la serie (9.14) converge uniformemente per ogni ¢t > 0. Alla
stessa maniera si dimostra che la (9.14) & derivabile termine a termine due volte
rispetto ad x per ogni ¢t > 0.

Le considerazioni sin qui svolta per il problema di Dirichlet relativo all’equazione
del calore si applicano, con poche variazioni, anche al problema:

(P it

E 12 =a 02 0<$<L,t>0,

(e, 0) = f(x),

{ O<ax< L (9.20)
i Ou ’

! E(mvo) = g((E),

U w(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
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relativo all’equazione delle onde nel dominio 1D spaziale 0 < =z < L. Cer-
chiamo una soluzione non banale della forma u(x,t) = U(x)T(t). Sostituendo
nella (9.20); e ripercorrendo i passaggi illustrati precedentemente si arriva a due
equazioni ordinarie:

{ T//

i o

{ (9.21)
! U//

Lo =

Confrontando queste ultime con le (9.4) si conclude che per quanto riguarda la
parte spaziale U(z) della soluzione tutto ¢ esattamente uguale al caso prece-
dente, mentre la parte temporale T'(¢) €, in questo caso, una delle soluzioni
dell’equazione:

T" + (a\)?T =0, (9.22)

e ciog, tenuto conto della (9.8):

t t
T, (t) = A, cos (”T ) 1 B, sin (m;a ) . m=41,42,...  (9.23)

con A, e B, costanti. La parte spaziale U(x) della soluzione u(z,t) ¢, come
prima, data dalle (9.10). Dunque, otteniamo l'insieme di soluzioni di (9.20):

t t
Up(z,t) = {An cos (m;a > + B, sin (%)} sin (n_zx) , n=12 ..

(9.24)
Per ogni N intero fissato, la funzione:
N nmat nmat nww
un (z,t) = nz::l {An cos ( 7 > + B, sin (T)} sin (T) ) (9.25)

¢ anch’essa soluzione della (9.20); in corrispondenza dei dati al contorno (9.20)4.
Facendo formalmente il limite n — +o00 si ottiene:

w,t) = Z [An cos (mzat) + B, sin (%at)} sin (?) , (9.26)
n=1

che supporremo, per il momento, sia anch’essa soluzione. Le costanti A, e B,
nella (9.26) si determinano dai dati iniziali. Ponendo ¢ = 0 nella (9.26) si trova:
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u(z,0) = i A, sin (?) , (9.27)
n=1

la quale, tenendo conto di (9.20)2, fornisce:

2 rk . /nmx
A= 7 [ r@sin (M) de om0 (9.28)

Peraltro, calcolando la derivata rispetto a t della (9.26) e ponendo quindi ¢t = 0
si trova:

Ou = /nma . (nTT
la quale, tenendo conto di (9.20)3, fornisce:
) L

nwx
B, = —— in (27 ¢ — 1,2, .. .
sl g(x)sin ( 7 ) x n (9.30)

Ora si tratta di dimostrare che la serie (9.26), con i coefficienti dati dalle (9.28)
e (9.30) ¢ effettivamente soluzione del problema (9.20). A tale scopo, occorre
dimostrare che essa ¢ derivabile termine a termine due volte sia rispetto al tempo
sia rispetto allo spazio. Per il teorema della convergenza totale occorre provare
che i termini generali delle serie:

S hn (75 ¢ (150 o (1)
n=1

i = 2 () [neos (") s () (7).
n=1

(9.31)
siano maggiorati in valore assoluto dai termini generali di due serie numeriche
convergenti. Prendendo, per esempio, il valore assoluto del termine generale
della (9.31); si trova:

nwa\ 2 nmat nmat nmT
_(nma . (nmat o (T | o
‘ ( 7 ) {Ancos< i3 >+anm< T ﬂsm( 7 )‘_
< (_nﬂ'a)2 A, cos (m‘rat) + B,, sin (m‘rat) < (9.32)

< ("7 (ul + 1Bu)
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Allo stesso modo, il valore assoluto del termine generale della (9.31), ¢ maggio-
rato come segue:

) e () (52 ()

nm

< (%) al +1Ba)

(9.33)

Dalle (9.32) e (9.33) risulta chiaro che affinche le serie (9.31) risultino uniforme-
mente convergenti ¢ necessario richiedere che i valori assoluti dei coefficienti
A, e B, tendano a zero abbastanza rapidamente quando n — 0o, per esempio
come:

Cy

ne’

Cs

ne’

A, < |Ba| < (9.34)
con C e Cy costanti e con « > 4. Vediamo sotto quali condizioni sui dati iniziali
f(z) e g(z) sono soddisfatte le (9.34). Integrando per parti ripetutamente la

(9.28) si trova facilmente:

2
Ao = =2 [0 H(E) - 1O + o (-1 () - )+
e (9.35)
gt J A @sin () o
Allo stesso modo, integrando piut volte per parti la (9.30) si ottiene:
3
By = 2 [(C10(0) ~ g0) + o [(-1"9() — g 0)] -
» ] (9.36)
o)

Le relazioni (9.35) e (9.36) portano a concludere che affinche le (9.34) risultino
soddisfatte occorre richiedere parecchia regolarita ai dati iniziali, e cio¢ che f(x)
possegga almeno le derivate fino alla quarta e g(x) quelle almeno fino alla terza
continue nell’intervallo [0, L] e inoltre che risulti:

f(0) = f(L) = f"(0) = f"(L) = 0,

9(0) =g(L)=0.

Queste ipotesi sono molto severe e restrittive ed e ben difficile che in molti
problemi applicativi siano verificate. Cio comporta la necessita, che sara anal-
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izzata pill avanti in queste note, di riformulare il problema (9.20) in modo da
ammettere la possibilita di soluzioni meno regolari.

10 Risultati di buona posizione: L’equazione del
calore

Il metodo della separazione delle variabili fornisce, nel caso di equazioni omo-
genee e di geometrie opportune, una soluzione al problema ai valori iniziali ed
al contorno. Tale soluzione & regolare se i dati (in particolare i dati iniziali) lo
sono.

Come descritto nel paragrafo 5, affinche il modello matematico sintetizzato nel
problema ai valori iniziali ed al contorno sia una buona “traduzione” della realta
fisica che pretende di descrivere occorre verificare, oltre all’esistenza, 1'unicita
della soluzione e la sua dipendenza continua dai dati. In questo paragrafo ci oc-
cuperemo di queste questioni relativamente al problema (5.7) in una dimensione
spaziale:

( 2
Qg:féﬁ 0O<z<L,t>0,
t Ox?

u(x,0) = f(x) O0<z<L, (10.1)

[

L u(0,t) =u(L,t) =0, t>0.

Teorema 10.1. (Principio del massimo) La soluzione u(x,t) dell’equazione
del calore (10.1)1 assume il suo valore massimo o all’istante iniziale t =0 o sul
contorno x =0 ex = L.

Dimostrazione. Nella dimostrazione e d’aiuto il grafico di Figura 9, il quale
mostra il cosiddetto dominio parabolico di u(z,t), vale a dire la striscia di R? di
base L che rappresenta, nel piano in cui x € in ascisse e il tempo t in ordinate,
il dominio spazio-temporale della soluzione e di cui il rettangolo® R indicato in
figura Figura 9 e la parte che va dall’istante iniziale ¢ = 0 fino al tempo ¢t = T.
Indichiamo con M il valore del massimo di u(z,t) sull’'unione dei lati ¢ = 0,
x =0 e x =L (base e lati verticali) di R e mostriamo che per qualsiasi punto
(z,t) € R si ha u(z,t) < M.

A tale scopo introduciamo la funzione ausiliaria:

v(x,t) = u(x,t) +ea?, (10.2)

con ¢ > 0 qualsiasi. Se riusciamo a dimostrare che v(z,t) < M +¢L? in R, dalla
(10.2) segue che u(z,t) < M +e¢ (L2 — x2) in R per ogni € > 0. Di conseguenza,
u(z,t) < M in R e D'asserto sara dimostrato.

Ora, sulla base t = 0 di R si ha:

9Con R intendiamo il rettangolo aperto (0, L) x (0,T), con R il rettangolo chiuso [0, L] x
[0, 7].
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x=0 x=L

Figura 9: Dominio parabolico. Il massimo della soluzione dell’equazione del
calore € assunto o sulla base del rettangolo R o sui due lati verticali

v(z,0) < M +eL?,

sul lato verticale di sinistra x = 0 di R:

v(0,t) < M < M +eL?,

e sul lato verticale di destra x = L di R:

v(L,t) < M +eL?.
Sia ora (z,t) € R. Allora:

2 2 2
@—ﬁﬂ:@—a2mz—2a%<o. (10.3)
ot ox2 Ot Ox?

Se in (z,t) € R la v(x,t) avesse un massimo si dovrebbe avere 9%v/9x? < 0 e
Ov/0t = 0, contro la (10.3). Dunque, v non ha un massimo in R.

Sia ora (x,T) un punto del lato superiore t = T' di R. Se su tale lato v avesse un
massimo si dovrebbe avere 9?v/dx? < 0 e dv/dt > 0, ancora in contraddizione
con la (10.3). Dunque, v non ha un massimo neanche sul lato ¢t = T..

Ma v(z,t) & una funzione continua, quindi dovra necessariamente avere un mas-
simo su R, che un insieme chiuso e limitato di R%. Non potendolo assumere
all’interno o sul lato superiore, v assumera tale massimo sui restanti lati (base
e lati verticali) di R. Percid si avra v(z,t) < M + ¢L? in tutto R, da cui segue
I’asserto. O
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Osservazione 10.1. Si puo dimostrare una versione piu “forte” del principio
del massimo, la quale afferma che la soluzione u(z,t) dell’equazione del calore
assume il massimo soltanto o inizialmente (la base t = 0 di R) o sul bordo (i
lati x = 0 e = L), a meno che u non sia costante.

Teorema 10.2. (Principio del minimo) La soluzione u(x,t) dell’equazione
del calore (10.1)1 assume il suo valore minimo o all’istante iniziale t = 0 o sul
contornox =0 ex = L.

Dimostrazione. E’ sufficiente applicare il principio del massimo alla funzione
—u(x,t). O

I principi del massimo e del minimo consentono di dimostrare 'unicita della
soluzione del problema:

( ou , 0%
E—a @:Q(w,t) 0<.’E<L,t>0,

u(z,0) = f(z) O0<z<L, (10.4)

= e\ o e

L w(0,t) =A(t), wu(L,t)=B(t), t>0.

Supponiamo per assurdo che, accanto alla u(x,t), vi sia una differente soluzione
v(x,t) dello stesso problema ai valori iniziali ed al contorno (10.4). Poniamo
w(z,t) = u(z,t) — v(z,t). La w risolve il problema omogeneo:

(0w ,0%w

— = L.t
5 =% o 0O<z<L,t>0,

{ w(z,0)=0 O0<z<L, (10.5)

:( w(0,t) =w(L,t) =0, t>0.

Ora, w(z,t) assume il suo valore massimo o inizialmente o sul bordo x = 0 e
x = L, laddove vale zero. Dunque, w(z,t) < 0 perogni 0 <z < Let > 0.
Inoltre, essa assume il suo valore minimo negli stessi luoghi e quindi w(z,t) > 0
per ogni 0 <z < L et > 0. In definitiva & w(z,t) = 0, cioé u(z,t) = v(z,t) per
ogni0<z<Let>0.

L’unicita della soluzione del problema (10.4) si pud dimostrare anche in un’altra
maniera, cio¢ usando il metodo dell’energia. Moltiplichiamo ambo i membri
della (10.5); per w e integriamo in x da 0 ad L:

L ow s [T 0w
Awgdx—a A wwdx. (10.6)
Ponendo:
1 (L
E(t):—/ w? dz (10.7)
2 Jo



e integrando per parti il secondo membro della (10.6) si ha:

dE T, awr ) L<8w>2
o —{a W . aA o dz, (10.8)

Il primo termine a secondo membro della (10.8) ¢ nullo per le condizioni al
contorno (10.5)3. Integrando su ¢ da 0 a ¢ si ha:

E(t) < B(0). (10.9)

D’altra parte E(0) = 0 per la condizione iniziale (10.5)2. Inoltre, dalla (10.7) si
ricava che E(t) > 0. Dunque,

0<E(t) < E(0)=0,

ovvero:

E(t)=0, t>0. (10.10)
La (10.10) puo essere soddisfatta soltanto se w(z,t) = 0, da cui u(x,t) = v(x,t)

Osservazione 10.2. Il principio del massimo richiede che la soluzione sia re-
golare, cioeé C? in # € (0,L) e C* in (0,7), T > 0. Il metodo dell’energia,
invece, puo essere adoperato anche per soluzioni piti deboli, che incontreremo
piu avanti nel corso delle lezioni. Inoltre, & semplice verificare che il metodo
dell’energia permette di dimostrare anche 'unicita della soluzione del problema
di Neumann per ’equazione del calore.

I principi del massimo e del minimo consentono anche di dimostrare che la
soluzione u(x,t) del problema (10.4) dipende con continuitd dai dati iniziali ed
al contorno. Consideriamo i due problemi:

r 8“1 282’&1
TR =Q(z,t) 0<az<L,t>0,
1 ui(z,0) = f(r) O0<a<L, (10.11)
l U1(0,t)=A1(t)7 UQ(L,t):Bl(t)7 t>0,
e:
au? 2(92’&2 .
5 4 g —Qt)  0<z<L.t>0,
(10.12)

uz(x,0) = fa(x) 0<z<L,

e N e

u2(0,1) = As(t),  ua(L,t) = Ba(1), t>0.

Vogliamo mostrare che le soluzioni u; ed uy sono “prossime” se lo sono i dati
iniziali f1, f2 e quelli al bordo A4;, B; (i = 1,2). A tale scopo, indichiamo
poniamo w(x,t) = uy(z,t) — ug(x,t) e osserviamo che w risolve il problema:
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—t—a WZO 0<x<L,t>0,

{ w0 = @ -hw=5w)  o<e<L,
i

w(O,t) = A (t) - Ag(t) = A(t) R w(L7t) = Bl(t) — Bg(t) = B(t) s t>0.

[ ow 0%

Il principio del massimo assicura che:

w(z,t) < max{sup f(z), sup A(t), sup B(t)} , (10.13)
(0,L) (0,1) (0,7)
mentre da quello del minimo si ha:
w(x,t) > min {(ior)lg)f(x), (%J{ljﬁ)A(t), (%?YE)B(t)} . (10.14)

Dalle (10.13) e (10.14) segue immediatamente che se f(x), A(t) e B(t) tendono
a zero, anche w(x, t) tende a zero e quindi uz(z, t) tende a uq (z,t). Siosservi che
la soluzione ¢ uniformemente continua rispetto ai dati in ogni intervallo limitato
(0,T) di tempo, mentre nulla si pud dire su cosa accade per tempi arbitraria-
mente grandi. Quest’ultima questione attiene alla stabilita della soluzione, che
non analizzeremo nel corso di queste lezioni.

Osservazione 10.3. Consideriamo il problema di Cauchy:

( ,0%°u Ou
b atos =, —oco<x<+o0,t>0

9z* Ot (10.15)
( u(z,0) = f(z), —00 < < +00

e limitiamoci a considerare il caso di soluzioni limitate, per le quali esiste un
numero reale positivo M tale che:

lu(z, )| < M, perogni —oco < <+4oo et >0. (10.16)

Poniamoci il problema di dimostrare 'unicita della soluzione di (10.15). I prin-
cipi del massimo e del minimo non possono essere adoperati direttamente in
quanto la soluzione u(x,t), essendo definita su una regione non compatta di
R?, potrebbe non ammettere affatto un massimo (o un minimo). Allo stesso
modo non & direttamente applicabile il metodo dell’energia in quanto I'integrale

j;o |u|?dx potrebbe non esistere. Per risolvere la questione, al solito suppo-
niamo che (10.15) ammetta due soluzioni limitate distinte u(z,t) e ua(x,t). La
funzione w(z,y) = u3 — ug risolve il problema omogeneo:

39



( , 0w Ow

Vot o= = o, —oco<x<+oo,t>0

{ 9z Ot (10.17)
( w(z,0)=0, —00 < x < 400

e verifica la:

lw(x,t)| < |uy(z,t) + uz(z, t)| < 2M, perogni —co<z<+4ooet>0.
Consideriamo ora la regione finita:

| <L, 0<t<T. (10.18)

con L, T > 0, nonche la funzione ausiliaria:

AM (22
v, t) = 7 <% + a2t> . (10.19)

E’ immediato verificare che la (10.19) risolve 'equazione indefinita (10.15); e:

v(z,0) > w(z,0) =0, v(£L,t) > 2M > |w(£L,t)|.
Applicando ora il principio del minimo nella regione limitata (10.18) una volta
alla funzione v(z,t) — w(zx,t) e laltra alla v(x,t) + w(zx,t) si trova:

’U(I,t)—ﬂ)(l‘,t)zo, U(I,t)+1U(.fE,t) 207

cosicche:

—v(z,t) <w(z,t) <ov(z,t),
la quale equivale a:
AM ([ 2?
(e, t)] < vl ) = — (g + a2t> . (10.20)

Per ogni z, t fissati, facendo tendere L — +oo nella (10.20) si ottiene w(zx,t) =0
in tutta la regione —oo < & < 400, t > 0, da cui 'unicita di soluzioni limitate
del problema (10.15).

11 Risultati di buona posizione: L’equazione delle
onde

Acclarato che il metodo della separazione delle variabili fornisce una soluzione,
in questo paragrafo ci occuperemo dello studio della buona posizione (unicita e

dipendenza continua dai dati) per il problema ai valori iniziali ed al contorno di
Dirichlet:
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( *u  , 0%
E atZ*a 92 O<ax<L,t>0,
u(z,0) = f(z),
ﬁ ou O<z<L, (11.1)
i E("E,O) = g(x)v

( w(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

per I’equazione delle onde in una dimensione spaziale. Come discusso nell’Osser-
vazione 8.1, ’equazione delle onde “trasporta” i dati iniziali lungo le caratteristi-
che senza alterarne la regolarita. Questo fatto porta intuitivamente a conclud-
ere che per questa equazione non vale un principio del massimo (o del minimo).
Dunque, 'unicita per il problema (11.1) va dimostrata in altro modo, ad esempio
utilizzando il metodo dell’energia.

Al solito, supponiamo che u(z,t) e v(z,t) siano due soluzioni distinte del proble-
ma (11.1), cioé corrispondenti agli stessi dati iniziali ed al contorno, e poniamo
w(z,t) = u(z,t) — v(z,t). La w(x,t) risolve il problema omogeneo:

'%:J% 0<z<L,t>0,
w(z,0) =0,
\ o O<az<L, (11.2)
i 5 (z,0) =0,
\ w(0,t) =w(L,t) =0, t>0.
Moltiplichiamo la (11.2); per Ow/dt e integriamo tra 0 ed L:
OL%—?% r=a? (f%—?% x. (11.3)

Il primo membro della (11.3) si puo riscrivere come:

Powdu,, _Ldr(ony?,
o Ot Ot2 YT ow o \ ot v

mentre il secondo membro si integra per parti per dare:

Lot [oudut_ [t ou s,
o Ot Ox? ot oz |, o Otdzx Ox

In questo modo, la (11.3) diventa:
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1d [L/ow\? , [Owdw ™, (L ow dw
mﬂ (5) de=a {a%}‘ \ 0w or (114)

Il primo termine a secondo membro della (11.4) si annulla per le (11.2),. In-
trodotta la funzione non negativa:

E(t) = ;AL {(%‘;)2 + a? (?;:)2] dz, (11.5)

detta energia, la (11.4) si puo riscrivere come:

dE(t)
—— =0 11.6
==, (11.6)
dalla quale segue che:
E(t) = E(0). (11.7)
Ma per le (11.2)3 3 ¢ E(0) = 0. Dunque:
E(t)=0, per ogni ¢t > 0. (11.8)

Da quest’ultima osservazione r dalla definizione (11.5) dell’energia, si ha dw /0t =
Ow/0x = 0 per ogni t > 0 e, tenuto conto dei dati, segue finalmente w(zx,t) =0
per ogni t > 0 e quindi 'unicita.

Osservazione 11.1. Le considerazioni precedenti conducono, in maniera del
tutto analoga, alla dimostrazione dell’'unicita anche nel caso del problema di
Neumann per ’equazione delle onde in una dimensione spaziale.

12 L’equazione di Laplace

In questo paragrafo prenderemo in esame I’equazione cui si riducono le equazioni
del calore e quella delle onde nel caso stazionario. Se la funzione incognita u
¢ indipendente dal tempo, sia la (5.3) che la (5.2) si riducono all’equazione di
Laplace:

Au(z,y,2z) =0, (12.1)

alla quale si riducono sia l’equazione del calore (5.3) che quella delle onde (5.2)
nel caso stazionario. Se siamo in presenza di sorgenti, le (3.8) che la (4.2) si
riducono all’equazione di Poisson:

Au(z,y,z) = f(z,y,2), (12.2)

dove f(z,y,z) ¢ una funzione assegnata (necessariamente indipendente da t).
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Le equazioni di Laplace e di Poisson intervengono in situazioni fisiche nelle quali
& possibile definire un potenziale. In fluidodinamica, per esempio, se un flui-
do incomprimibile (p. es., acqua) si muove di moto stazionario, il suo campo
di velocita v & indipendente dal tempo, cioe v(z,y,z). Se, inoltre, il moto &
irrotazionale (assenza di vortici), allora rot v = 0, da cui segue che esiste una
funzione “potenziale” ®(z,y,z) tale che v.= V®. Infine, la condizione di in-
comprimibilita divv = 0, assieme alla relazione precedente, porta a concludere
che il potenziale ® verifica ’equazione:

AD =0, (12.3)

che va sotto il nome di teorema di Bernoulli.

Figura 10: Moto permanente stazionario in un tubo cilindrico

Ancora in idraulica, quando si studia il moto permanente stazionario di un
fluido viscoso (di viscosita p e densitd p costanti) in un condotto cilindrico,
le equazioni di Navier-Stokes, proiettate lungo le direzioni x,y, z indicate in
Figura 10, portano a concludere che I'unica componente non nulla v, del campo
di velocita v, che dipende solo dalle variabili y,z (il moto & permanente), &
soluzione dell’equazione di Poisson:

Av, = —— e - I 12.4
ve= okt (124)

dove v = gp e dove:

¢ la derivata (costante) del carico piezometrico.

Infine, in elettrostatica, il campo elettrico E(x, y, z) generato da una distribuzione
stazionaria assegnata p(z,y, z) di cariche elettriche soddisfa (in unita c.g.s.) le
equazioni:

rotE=0, divE =4np. (12.5)

Dalla (12.5); segue che esiste una funzione 9 (x,y, z), detta potenziale elettro-
statico, tale che E = V1. Quest’ultima, assieme alla (12.5)9, implica che il
potenziale 1 & soluzione dell’equazione di Poisson:
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Ay =dmp.

Per le equazioni di Laplace e di Poisson si possono porre, nel loro dominio
Q C R"™ (n = 2,3) iproblemi al contorno di Dirichlet, che consiste nell’assegnare
il valore della funzione incognita u sul bordo 92 di 2 o il problema di Neumann,
nel quale si assegna su 0f) il valore u,, = n-Vu della derivata di u nella direzione
della normale n ad ogni punto di 0f2.

Se w risolve 'equazione di Laplace:

Au=0,
in €, essa si dice una funzione armonica in ).
Teorema 12.1. (Principio del massimo) Sia u una funzione armonica con-

tinua in Q = QUIN. Allora, u assume il suo valore massimo su ).

Dimostrazione. Utilizzando la notazione vettoriale x = (z,y, z) per i punti di

Q, il teorema afferma che esiste almeno un punto x,; € 9€ tale che:

u(x) < u(xpr), (12.6)

per ogni x € ). Consideriamo la funzione ausiliaria:

v(x) = u(x) +elx[? >0 inQ,

con € > 0 qualsiasi. Poiché u ¢ armonica in €2, si ha:

Av=cA@®+ 9?4+ 22) =6 >0 inQ. (12.7)

Ora, supponiamo che vi sia un punto x* € €2 che sia di massimo per la funzione
v. In questo caso, si avrebbe:

?u(x*)  0*v(x*)  9*wu(x¥)
02 + Oy? + 022
in contraddizione con la (12.7). Dunque, v non pud avere un massimo in {.
Peraltro, v & continua in Q e quindi, a norma del teorema di Weierstrass, possiede
almeno un massimo in ) che necessariamente deve appartenere a 9Q. Detto xg
un tale punto, si ha:

Av(x¥)

<0,

u(x) < (%) < v(x0) = ulxo) +<lxol* < maxu+ el

per ogni x € , dove £ & la massima distanza di 92 dall’origine del riferimento.
Essendo ¢ arbitrario, si ha:

u(x) < maxu, per ogni x € ). (12.8)

Il massimo di u nella (12.8) viene assunto in un qualche punto xp; € 9.
Dunque:
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u(x) <ulxpr), per ogni x € {0, (12.9)

e 'asserto ¢ dimostrato.

In maniera del tutto analoga si prova il

Teorema 12.2. (Principio del minimo) Sia u una funzione armonica con-
tinua in Q = QU IN. Allora, u assume il suo valore minimo su OS).

Osservazione 12.1. I Teoremi 12.1 e 12.2 affermano che vi sono dei punti x,s
€ X, in 0N nei quali u assume massimo e minimo. Non & escluso che vi siano
piu punti di 02 con queste proprieta. Allo stesso modo, non & escluso che u
possa essere costante in Q.

I teoremi precedenti consentono immediatamente di provare la unicita della
soluzione per il problema di Dirichlet per I’equazione di Poisson. Supponiamo
che il problema:

((Au=f, inQ

3

(12.10)
u=~h, sudQ,

ammetta due soluzioni distinte u e v in corrispondenza degli stessi dati. La
funzione w = u — v risolve allora il problema omogeneo:

((Aw=0, inQ,

w=0, suod,

Ma dai principi del massimo e del minimo si ha:

0=wxm) <wx) <wxy)=0, perognixec,

e quindi v = v in Q.

12.1 La formula di Poisson

Consideriamo il problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace in un disco
QCR%:

(( Au=0, inQ,
(12.11)
u=n"h, sudfd.

Data la geometria del problema conviene adoperare 1’espressione del laplaciano
in coordinate polari piane:

9%u  10u 1 0%u
Au=Gmt o e (12.12)
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dove le coordinale polari r € (0,+00), 8 € [0,27) sono collegate a quelle carte-
siane x, y dalle relazioni:

(2= rcosé@,
(12.13)
y=rsind.

11 disco €2 di centro 'origine e raggio a si rappresenta, in coordinate polari piane,
come:

Q:{xz(az,y)ERQ : |x|<a},
e la sua frontiera 9} come:

0 = {xz(x,y) cR? : |x| :a} .
Cerchiamo una soluzione non banale della (12.12); nella forma:

u(r,0) = R(r)Y (0). (12.14)

Sostituendo (12.14) nella (12.12); e successivamente moltiplicando per r?/RY
si trova:

R// R/ Y/I
2
— —+ —=0. 12.15
ety ( )
Procedendo come mostrato al Paragrafo 9 si ottengono le equazioni separate:
RII R/
277 R )\
T R +r R ,
(12.16)
Yl/
=
Y 7

rispettivamente per la parte radiale e per quella angolare della soluzione u(r, ).
Partiamo da quest’ultima. Poiche la u deve soddisfare la condizione di period-
icita:
u(r, 0 + 2km) = u(r,0), k>1,
la stessa condizione deve essere verificata dalla sua parte angolare Y:
Y(0+2kn)=Y(0), k>1, (12.17)

il che comporta che la costante di separazione A nella (12.16) deve essere positiva.
Per comoditd poniamo A = p%. La soluzione generale della (12.16) ¢:

Y (0) = Acos(ub) + Bsin(u) . (12.18)

Imponendo la condizione (12.17) nella (12.18) segue immediatamente che p deve
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essere un intero. Senza perdere di generalitd possiamo limitarci a considerare
gli interi non negativi. Dunque:

fn=n, n=012.... (12.19)

In corrispondenza di questi valori di p, le soluzioni radiali del nostro problema
sono:

Y, (0) = A, cos(nf) + B, sin(nf)  n=0,1,2,.... (12.20)

Veniamo all’equazione per la parte radiale. Tenendo conto della (12.19), questa
si scrive:

rR"+rR —n*R=0. (12.21)
Si tratta di un’equazione del tipo di Eulero, che ammette soluzioni della forma
R(r) = r*, con « opportuni. Sostituendo quest’ultima espressione nella (12.21)
troviamo la seguente equazione per «:

2

ala—1)+a—-n*=a>-n*=0,

da cui o = £n. In questo modo, la soluzione generale della (12.21) &

A D,
Ry(r) =Cpr" + —, n=20,1,2,... (12.22)
n

I termini D,, /™ nella precedente relazione diventano infiniti quando r = 0, cioe
al centro del disco 2. Poiche noi cerchiamo soluzioni v € C?(2) & necessario
escludere tali termini, il che equivale a porre D,, = 0 per ognin=20,1,2

Moltiplicando le (12.20) e (12.22) e sommando su tutti gli n ammissibili si trova:

u(r, 6 Z (A, cos(nb) + By, sin(nb)) , (12.23)

dove si € messo in evidenza il termine costante corrispondente ad n = 0.
Imponiamo ora la condizione al bordo (12.12),. Si ha:

u(a, ) = h(0) = AO + f: a™ (A, cos(nb) + By, sin(nh)) . (12.24)

Quest’ultima & la serie completa di Fourier della funzione h()!°. T coefficienti
A, e B, sono dunque:

10La funzione h & definita in tutto R ed & periodica di periodo 2.
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1 27

A, =— h(p) cos(ny)dp, n>0,
Ta™ 0
(12.25)
1 2m
B,=— h(p) sin(ny)dp, n>1.
Ta™ Jo

Sostituendo (12.25) in (12.23) la soluzione del problema di Dirichlet si scrive
come:

u(r, 0) = 2i A " h(p)dp+

s

% Z ( ) / 7r h(¢) [cos(nb) cos(ne) + sin(nb) sin(nep)] de = (12.26)

1 27

:% h(e {14—22( ) cosn(f — @)}d(p.

Consideriamo in dettaglio il termine in parentesi sotto il segno di integrale.
Utilizzando la formula di Eulero si ha:

1+ 22 (C) cosn(0 — ¢)
a
n=1
— 14 i (f)n ein(6—9) | i (f)n o—in(6-9)
a a
n=1 n=1
ret0=9) re~i0-9) a? —r?

a—rel=9) " g—rei0-2) a2 2arcos(f — @) + 12

Sostituendo in (12.26) si trova:

Cl2 _ ’1"2 2m h((ﬂ)
= . 12.2
u(r, ) 27 A a2 — 2ar cos(0 — ) + 72 d¢ (12:27)

Quest’ultima prende il nome di formula di Poisson ed e l’espressione di una
funzione armonica all’interno di un disco di R? in termini del suo valore al
bordo. Con riferimento alla Figura 11, indicando con x = (r,6) un punto
interno al disco e con x’ = (a, ) un punto sulla sua frontiera si ha:

a® —2arcos(d — ) +r? = |x — x'|?.

Tenendo poi conto che l'arco di circonferenza d¢’ & d¢’ = adyp, la (12.27) si pud
riscrivere come:
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Figura 11: Punti interni e sul bordo di un disco di R? di raggio a.

ulx) = L _ul) g 12.28
() / 7 (12.28)

2am x/|=a |X —X'|?

dove u(x’) & il dato al bordo h(p). In termini pitt rigorosi, la formula di Poisson
si puo riassumere nel seguente

Teorema 12.3. Sia u(x') = h una funzione continua sulla circonferenza 9XQ.
Allora, la formula di Poisson (12.27) fornisce l'unica funzione armonica nel
disco Q tale che:

lim u(x) = u(x’), per ogni x' € 0.

x—x/

In altri termini, la u fornita dalla formula di Poisson e continua fino al bordo
di Q. In realta, si puo dimostrare che la u & di classe C*().

Conseguenza immediata della formula di Poisson ¢ il seguente

Teorema 12.4. (Proprieta della media) Sia u armonica nel disco Q@ e con-

tinua in Q. Il valore di u nel centro del disco ¢ uguale al valore medio di u sul
bordo 02 del disco.

Dimostrazione. Facciamo in modo che il centro del disco coincida con I'origine
0 del sistema di coordinate. Ponendo x = 0 nella (12.28) si ha:

2

a u(x') ., 1 " agt
u(0) 207 Jixi|=q @2 lungh. di 99 /x/_a u(x)de’,
che ¢ la media di u su 92. O
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Osservazione 12.2. Quanto ottenuto fin qui per la regione di R? interna al
disco di raggio a puo essere adattato, con semplici modifiche, per determinare la
funzione armonica u all’esterno dello stesso disco e che assuma il dato u(x’) =
h(p) sulla circonferenza di raggio a. In questo caso, la condizione di limitatezza
della soluzione nel centro del disco & sostituita da quella all’infinito (r — o0),
per cui nella (12.22) occorre porre C, = 0 per ogni n = 0,1,2,... Il risultato
che si ottiene ¢ la seguente espressione:

7"2 _ a2 27 h((p)
0) = d 12.29
u(r,9) 27 A a? — 2ar cos( — @) + 72 7 T>a ( )

per la u all’esterno del disco §2.

12.2 Identita e funzioni di Green

Sia Q C R? e siano u e v due funzioni di classe C?(Q2). Indichiamo con x =
(z,y,2) un punto di e con 9/dx; la derivata parziale rispetto alle diverse
coordinate (gli indici ¢ = 1,2, 3 rappresentano rispettivamente le coordinate x,
y e z). Consideriamo 'identita:

0 (o) o u P
ox; U@xi Oz, Oz Yor2

3
Sommiamo su ¢ da 1 a 3 per ottenere:

div (vVu) = Vv - Vu + vAu.

Integrando quest’ultima relazione sul dominio €2 ed adoperando il teorema della
divergenza si ottiene:

/ va—uds = / Vv - VudV Jr/ vAudV , (12.30)
oq On Q Q
dove Ju/On & la derivata di w nella direzione della normale esterna ad 2,

calcolata sul bordo 99Q. La (12.30) ¢ la prima identita di Green.

Esempio 12.1. Studiamo la buona posizione del problema di Neumann:

((Au=7F, in Q,
(12.31)
u=nh, su 012,

per I’equazione di Poisson nel dominio 2. La prima identita di Green, applicata
alle funzioni wu, soluzione di (12.31), e v = 1 fornisce:

a—udS:/AudV,
a0 On Q

ovvero, tenendo conto di (12.31):
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/hdS: fdv. (12.32)
o0 Q

Quest’ultima esprime una condizione di compatibilita sui dati del problema
(12.31). Non ¢ possibile assegnare in maniera arbitraria il termine noto f ed il
dato al bordo h; questi debbono necessariamente verificare la (12.32), altrimenti
essa non ammette una soluzione.

Ancora, osserviamo che se u & soluzione di (12.31), anche u + ¢ & soluzione,
essendo ¢ una costante qualsiasi. Infatti, se u risolve ’equazione indefinita
(12.31)4, anche u+c la risolve (il laplaciano di una costante ¢ nullo). Inoltre, se u
assume il dato (12.31)2 su 99, lo stessa fara u+c (tutte le derivate, in particolare
quella normale, di una costante sono nulle). In definitiva, il problema (12.31)
non ¢ completamente ben posto, mancando di unicita e, a meno di soddisfare
la condizione (12.32), anche di esistenza.

Esempio 12.2. Dimostriamo la proprieta della media in R3. Sia Q una sfera
di raggio a. Applichiamo la prima identita di Green alla coppia di funzioni u,
armonica in e di classe C?({2), e v = 1, per ottenere:

a—udS:/AudV:O.
o0 On Q

Sulla superficie 9 della sfera la derivata normale esterna du/dn coincide con
la derivata radiale Ou/0r (verificarlo!) Quindi:

0
2has =o0. (12.33)
o0 a’l"
Introducendo le coordinate polari sferiche r > 0,0 < 0 <7, 0 < ¢ < 2m:
( r=rsinfcosyp,

{ y=rsinfsingp, (12.34)
1

\ 2 =rcosb,

la (12.33) si scrive!!:

27 ™
/ / {M} a2 sin 0dfdy = 0,
0 0 87‘ r=a

che implica:

12 8u(r,9,g0)} ) Jo 1 FoT ) _
ol A [T . sin 0dfdyp = {E (EA A u(r, 0, ) sm9d9dgp>}ru =0.

quale che sia a. Dunque, la funzione:

1 elemento di superficie dS in coordinate sferiche & dS = r2 sin dfdp.
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1 2m ™
— / u(r, 0, ) sinfdidyp, (12.35)
ar Jo  Jo

¢ indipendente da r. Moltiplicando e dividendo per 2, quest’ultima rappresenta
la media di u(r, 8, p) sulla superficie sferica di raggio r (r qualsiasi):

1
—_— ds.
area di 02 /39 wds

Facendo ora il limite per r — 0 della (12.35) si ha:

1 1 2 T
_— ds = — li 0 in 6dOd
area di 02 Jaq wds 4m A A (rli%u(r’ 74,0)) s 4

1 2 g
= — / u(0) sin 0dfdy = u(0),
47 0 0

poiche:

2 ™
/ / sin @dfdy = 4w .
0 0

La proprieta della media in R? & cosi’ dimostrata.
Torniamo ora alla prima identita di Green e riscriviamola scambiando tra loro
le funzioni u e v:

/ u@dS:/ Vu-VndV—l—/uAvdV. (12.36)
oo O Q Q

n
Sottraendo la (12.30) dalla (12.36) troviamo:

ov ou
/:m (u% - v%> ds = A(uAv —vAu)dV . (12.37)

Quest’ultima relazione prende il nome di seconda identita di Green.

Teorema 12.5. (Formula di rappresentazione) Sia u una funzione armon-
ica nel dominio Q C R3. Allora:

0 1 1 ou
u(xo) = /99 [U(X)% (_47T|X - xo\) * 47|x — Xo| %] 45, (12.38)

dove xq € un punto qualsiasi di §2.

Dimostrazione. Cominciamo con 1’osservare che la funzione:

1

v dmlx —xq|

(12.39)
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¢ armonica in tutto R? tranne che nel punto x = xg, laddove diverge. Il secondo
membro della (12.38) coincide con il primo membro della (12.37) scritto per le
funzioni u, armonica in Q, e v definita dalla (12.39). La (12.38) sara dimostrata
se proveremo che il secondo membro della (12.37), in questo caso specifico, vale
proprio u(xg). Con riferimento alla Figura 12, indichiamo con €. il dominio 2
privato della palla B.(xg) di centro xq e raggio e.

.

Qg

Figura 12: Dominio Q. = Q\ B.(xo).

Per semplicita, e senza ledere la generalita della dimostrazione, supponiamo che

x( coincida con l'origine 0 del sistema di coordinate e poniamo r = |x|. La
seconda identita di Green, scritta per le funzioni u e v = —1/4mr nel dominio
Q. &

o0 /1 1 0u
AQE {“a—n (‘) - ;%] 45 =0.

Ora, il contorno 99, di ). & costituito dal contorno 92 di €2 e dalla superficie
0B:(0) della sfera di centro I'origine e raggio e. Dunque, la relazione precedente
si puo riscrivere come:

0 /1 10u 0 (1 10u
AQ e (7) — oe] ds=- /835(0) v5n (5) ~ ) 45 (240)

Su 0B, (0) la derivata 0/0n nella direzione della normale esterna ad €2 coincide
con lopposto —9/9r della derivata radiale. Dunque, la (12.40) si scrive:

o0 /1 10u 0 /1 10u
AQ [“% (*) - ;%} ds = Ls {“a (*) - ;a} ds.  (1241)
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La (12.41) vale per ogni ¢ > 0. E immediato verificare che il secondo membro
della (12.41) si puo riscrivere come:

1 1 ou Ou
—= udS — - —dS = —4ru — dne—
62 r=¢ € Jr=¢ (97“ 87'
dove @ e Qu/Jr rappresentano rispettivamente la media di u e della sua derivata
radiale sulla superficie sferica r = €. Facendo il limite per € — 0 nella relazione

precedente si ottiene:

—47ru(0) — 47 -0 - %(0) = —47u(0),

la quale, sostituita nella (12.41), conclude la dimostrazione della (12.38) O

13 Nozioni elementari di analisi funzionale

In questo paragrafo cercheremo di precisare qual e I’ “ambiente” funzionale piu
idoneo nel quale studiare il problema agli autovalori:

(AU =-\U in Q,
(13.1)
+ condizioni al contorno su 052 .

con ) dominio di R™ (n = 1,2,3), che emerge dal metodo di separazione delle
variabili (cf. per esempio la (9.5)). Dimostreremo che, sotto una ampia classe di
condizioni al bordo, il problema (13.1) ammette infiniti autovalori non negativi
e, in corrispondenza, infinite autofunzioni che costituiscono una “base” nello
“spazio” delle funzioni nel quale si studia non soltanto lo stesso problema (13.1)
ma molti problemi relativi ad equazioni della fisica matematica.

Indichiamo con S un insieme di funzioni, nel quale volta per volta andremo ad
introdurre le proprieta necessarie per condurre la nostra analisi. Per fissare le
idee, supporremo che le funzioni di S siano definite in un intervallo [a,b] di R a
valori in R. Per cominciare, visto che alla fine andremo a mostrare ’esistenza
in S di una base'?, l'insieme S deve essere dotato della struttura di spazio
vettoriale, cioe in S sono definite le operazioni di somma tra funzioni di S e di
moltiplicazione di funzioni di S per un numero reale. Inoltre sara fondamentale,
per gli sviluppi futuri del nostro discorso, precisare il significato di “scarto” o
“distanza” tra elementi di S.

A tale scopo premettiamo la seguente

Definizione 13.1. La funzione:

v:feS—v(f)eR,

121,a nozione di base & ben nota in uno spazio vettoriale finito-dimensionale Sy, quale per
esempio R™. Si tratta di un sistema di ordine massimo di vettori linearmente indipendenti.
Ogni elemento di Sy, si puo scrivere in un sol modo come combinazione lineare degli elementi
di una base di S,,.
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e una norma in S se verifica le sequenti proprieta:
) v(f) 20, v(f)=0e f=0;
n2) v(af) = |alv(f), per ognia € R;
n3) v(f + g) < v(f) + v(g)
L’insieme S, dotato di una norma, si dice spazio normato.

Tradizionalmente, la norma di f si usa indicare con la notazione | f||. Ovvia-
mente, di funzioni reali non negative definite in S e che verificano le proprieta
nl), n2) ed n3) se ne possono definire diverse. Di conseguenza, in uno stesso
insieme di funzioni S & possibile introdurre diverse norme ed ottenere, quindi,
diversi spazi normati aventi, come si dice, lo stesso sostegno.

Se in S & stata introdotta una norma, cioé se S & uno spazio normato, allora
resta definita la distanza'® d tra elementi di S come:

a(f,9) =Ilf—gll,  figes. (13.2)

La distanza d definita dalla (13.2) si dice indotta dalla norma || - ||. Ovviamente,
norme diverse inducono in S distanze diverse. L’aver dotato S di una distanza
¢ essenziale; senza una nozione di distanza tra elementi di S non & possibile, per
esempio, definire la continuita!'* in S o la convergenza di successioni di elementi
di S.

Consideriamo una successione {f,} di funzioni in S. Fissando comunque Z €
[a,b], si ottiene da questa la successione numerica {f,(Z)}. Come & noto,
quest’ultima converge verso un certo numero reale § se Ve > 0 3n € N tale
che |f,(Z) — B| < € per ogni n > fi. Naturalmente, il numero 3 dipende da
z € la,b].

Definizione 13.2. La successione {fn} di funzioni di S converge puntual-
mente se, comunque si fissi x € [a,b] risulta convergente la successione di
numeri reali { fn(x)}. Il limite f(z) di quest’ultima, al variare di x in [a,b], si
dice limite puntuale della {f,}.

Esempio 13.1. La successione:

falz)y=2", x€l0,1],n>1,

converge puntualmente alla funzione (limite puntuale):

13La funzione
d:(f,9) €SxS—d(f,g) ER,

con le proprieta:

d1l) d(f,9) 20, d(f,9) =0« f=g;

d2) d(f,g) = d(g, f);
si dice distanza o metrica in S. E’ facile verificare che la funzione d introdotta nella (13.2)
verifica le suddette proprieta e quindi definisce una metrica in S.

14E’ importante sottolineare che qui ci si riferisce alla continuitd in S. Le funzioni di S,
essendo funzioni reali definite in [a,b] C R, potrebbero peraltro essere continue in [a, b] nel
senso ordinario di R.
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.{O se0<z<1,

fla) = { (13.3)
\

1 sex=1.

La verifica ¢ immediata.

Definizione 13.3. La successione {fn} di funzioni di S converge uniforme-
mente in [a,b] alla funzione f(x) (limite uniforme) se Ve > 0 In € N,
dipendente soltanto da €, tale che |f,(x) — f(z)| < € per ognin > 7 e per ogni
x € [a,b].

Mostreremo ora come sia possibile introdurre, in un insieme di funzioni S op-
portuno, una metrica avente la proprieta che una successione { f,,} di S converge
uniformemente se e soltanto se & convergente secondo la distanza indotta da tale

normal®.

Definizione 13.4. Sia S = C ([a,b]) lo spazio vettoriale delle funzioni continue
nell’intervallo [a,b] C R. In C ([a,b]) é assegnata la norma:

[flloc = sup [f(z)]. (13.4)

z€[a,b]

Esercizio 13.1. Verificare che la || - ||« € effettivamente una norma in C ([a, b]).

Osservazione 13.1. La norma |- ||« si puo introdurre in uno spazio di funzioni
pitt grande di quello delle funzioni continue su [a, b]. Per i nostri scopi, tuttavia,
ci limiteremo a questo esempio. Inoltre, nella (13.4) & lecito scrivere “max” in
luogo di “sup”, poiche le f(z) sono definite e continue su un intervallo chiuso e
limitato di R.

Teorema 13.1. Una successione {fn} di funzioni di C ([a,b]) converge uni-
formemente ad f(x) se e soltanto se essa converge ad f nella norma || - ||co-

Dimostrazione. Supponiamo che {f,} Liform., f. Allora, Ve > 0 3n(e) tale che
|fn(x) — f(x)] < € per ogni n > 7 e per ogni x € [a,b]. Ma questo vuol dire che
I[na})}]dfn(x) — f(x)] < & per ogni n > 7 e quindi che {f,} LILN f.

Viceversa, supponiamo che {f,} Illee f. Allora, comunque si scelga ¢ > 0 ¢

possibile determinare 7 tale che r[n&%))f |frn(2)—f(x)] < e per ogni n > 7. Dunque,
a,

per ogni n > fi, € & un maggiorante di | f,,(z) — f(x)| per ogni x € [a, b] e quindi

{fn} uniform. f 0

15Nel seguito diremo pitl brevemente “secondo la norma assegnata”.
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Esempio 13.2. La successione dell’esempio 13.1 non converge uniformemente
alla funzione (13.3). Infatti:

max|z" — 0| =1.
[0,1]

Peraltro, la funzione (13.3), essendo discontinua, non puo essere limite uniforme
di una successione di funzioni continue. Si osservi che, invece, la convergenza &
uniforme in ogni intervallo del tipo [0, ], con 0 < b < 1.

Nell'insieme C ([a, b]) & possibile introdurre altre norme diverse dalla || - ||o-

Definizione 13.5. Nello spazio vettoriale C ([a, b)) delle funzioni continue nel-
Vintervallo [a,b] C R é assegnata la norma:

2

it = ([ 1rpear) (13,5

Esercizio 13.2. Verificare che la || - ||z ¢ effettivamente una norma in C ([a, b]).

Osservazione 13.2. Anche la norma || - ||z puo in realta essere introdotta in un
insieme di funzioni pitt ampio di C ([a,b]). Ad esempio, se l'integrale in (13.5)
fosse inteso nel senso di Riemann, sarebbe sufficiente che le funzioni f fossero
generalmente continue.

Se in uno stesso insieme S vengono introdotte norme diverse, che quindi in-
ducono diverse distanze, puo capitare o meno che successioni che convergono
nella prima norma convergano anche nella seconda e viceversa. Quando ci0o
accade per ogni successione in S si dice che le due norme sono equivalenti.

Teorema 13.2. Ogni successione { f,,} uniformemente convergente in C ([a,b])
converge anche in || - ||2.

uniform.
_

Dimostrazione. Sia {f,} f- A norma del teorema 13.1, cio equivale a

dire che {f,} LN f. Dunque, Ve > 0 3n tale che I[nab>]< |fr(x) — f(z)] < € per

ogni n > n. Ma allora:

b
||fn—fH§:/ Ful) = f(0)Pdz < 20— a),

per ogni n > fi. Dunque, {f,} Wllz, f- |
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Le norme || - ||oo € || - ||2 non sono tuttavia equivalenti. Forniremo ’esempio di
una successione di funzioni generalmente continue in [0, 1] che converge in || - |2
ma non converge puntualmente e, quindi, neanche uniformemente e in || - ||oo-

Esempio 13.3. Si consideri la successione:

1 se0<xz<1/2, _Jo se0<z<1/2,
fl(x)_{o sel/2<z<1, fQ(x)_{l sel/2<z <1,
X 0<oc1 (0 seo<a<1/4,
se x ,
_ ST {1 1d<az<1/2
fala) L) wlicacr h@={1 se1jase<ip,

kO sel/2<ax<1,

(o se 0 <z <1/2,
fs(x) = {1 sel/2<ax<3/4, fo(z)=

{0 se 0 <z <3/4,
(0 se3/d<x <1,

1 se3/4<x <1,

e cosi’ di seguito. In parole, i termini successivi della {f,,} sono diversi da zero
e valgono 1 in intervalli di ampiezza decrescente come 1/2", intervalli che si
spostano da sinistra a destra all’interno di [0, 1].

E’ immediato verificare che {f,,} converge a zero nella norma || - ||2. Infatti:
2 ' 2 1
1 =01 = [ Vfula) e ~ 57
0

che tende a zero per n — 4o00. Peraltro & del tutto evidente che, comunque si
fissi & € [0, 1] la successione numerica {f,,(Z)} non converge. Infatti, comunque
si prenda 1 € N esiste sempre un termine di questa successione numerica di
indice n > n che vale 1.

Osservazione 13.3. Il fatto che gli elementi della successione { f,,} non siano
funzioni continue non lede la generalita dell’esempio precedente.

Nella scelta dell’ambiente funzionale migliore nel quale formulare, per esempio,
il problema agli autovalori (13.1) gioca un ruolo fondamentale la proprieta di
“completezza”. Per poterne precisare il significato dobbiamo richiamare una
definizione preliminare.

Definizione 13.6. Sia S uno spazio normato e sia d la distanza indotta dalla
metrica scelta in S. Una successione { f} di S é una successione di Cauchy
se Ve >0 3n € N tale che d(fn(2), fm(x)) < € per ogni n,m > 7.

In altri termini, in una successione di Cauchy la distanza tra gli elementi della
successione da un certo indice in poi € piccola a piacere.
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Esempio 13.4. La successione di numeri razionali:

fn = zn: (=" ., n>1 (13.6)

!
P k!

¢ di Cauchy in Q (insieme dei numeri razionali munito della usuale distanza
del modulo). Per provarlo occorre verificare che, da un certo indice 7 in poi la
differenza | f,n, — fin| puo essere resa piccola a piacere. Senza perdere di generalita
supponiamo che m > n, cioe che sia m = n + h per un qualche h € N. Allora:

n+h k n+h k
_ (=1 D" _
|fm_fn|_ Z ph] S Z Ll -
k=n-+1 k=n-+1
1 <1+ L, 1 )< 1 <1+1+ +1)_
(n+1)! n+2 T (n+2)--(n+h)) = (n+1) 2 7 2n)
1
1 =g 1 < 1) 2 2
= 2 — | < < :
(n+1)! 1_1 (n+1)! 2h) = (n+1)! T n+1
2

Si fissi ora un qualunque € > 0. Sara sufficiente prendere come 7 un intero
maggiore di 2/e percheé dalla relazione precedente risulti |f,,, — f»| < € per ogni
n,m > n.

Teorema 13.3. Sia S uno spazio normato, con una (qualsiasi) norma || - ||.
Ogni successione {fn,} di S convergente & una successione di Cauchy.

Dimostrazione. Se {f,} ¢ convergente (secondo la norma | - ||) ad una certa
funzione f vuol dire che Ve > 0 3n tale che || f, — f|| < €/2 per ogni n > 7.
Allora, sfruttando le proprieta della distanza (cf. nota 13) si ha:

I frn = fll < N f = FINHIf = fll <€,

per ogni n,m > n. Quindi, {f,} & una successione di Cauchy in S. O

Non ¢ difficile verificare che I'affermazione opposta a quella del teorema 13.3 &
falsa, cioe possono costruirsi esempi di spazi normati S contenenti successioni
di Cauchy che non convergono in S.

Esempio 13.5. SiaS = {z € R,0 < z < 1} con la usuale distanza del modulo.
La successione:

1

¢ di Cauchy in § ma non converge ad alcun elemento di S. Infatti, essa converge
ad x = 1 che non appartiene ad S.
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Esempio 13.6. La successione dell’esempio 13.4 ¢ una successione di Cauchy
di elementi di Q, cioé di numeri razionali. Non & difficile dimostrare pero che
essa non converge ad alcun numero razionale.

Definizione 13.7. Uno spazio normato {S,|| ||} si dice completo se ogni
successione di Cauchy di S converge ad un elemento di S.

L’insieme Q dei numeri razionali munito della distanza del modulo non & com-
pleto, come riportato nell’esempio 13.6. Il “completamento” di Q e l'insieme
R dei numeri reali. Naturalmente, uno stesso insieme di elementi puo risultare
completo rispetto ad una norma ed incompleto rispetto ad una norma diversa.

Teorema 13.4. Lo spazio vettoriale C ([a, b)) delle funzioni continue in [a,b] C
R ¢ completo rispetto alla norma || - | co-

Dimostrazione. Sia {f,} di Cauchy in {C ([a,b]),] - [lec}. Ci0 vuol dire che
Va € [a,b] la successione numerica {f,(z)} & di Cauchy in R. Poiche, come si
¢ ricordato sopra, R & completo rispetto alla distanza del modulo, la {f,(x)}
convergera ad un valore f(z) € R. Resta cosi’ definita la funzione:

frxelab] — flx) = liTILan(JC)~

Mostriamo che f(z) & continua. Sia z¢ un qualsiasi punto di [a,b]. Abbiamo:

[f (@) = fzo)| < [f(@) = fu(@)[ + [fu(2) = ful2o)| + [ful2o) — fl20)],

con z € [a,b] qualsiasi. Sia ora e > 0. Poiche la successione numerica {f,(x)}
¢ convergente (essendo di Cauchy) in ogni = € [a,b], si ha che 37 tale che

|fn(z) — f(z)| < e/3 e |falzo) — f(x0)| < €/3. Dunque:

1) = F@o)l £ 5+ 1fale) = falzo)].

Ma f, & continua per ogni n, quindi 36 > 0 tale che se |z — x| < § si ha
| fr(x) — fn(zo)] < €/3. In definitiva, Ve > 0 36 > 0 tale che se |z — x| < J si
ha:

|f(x) = flzo)| <e,
e quindi f & continua in z9. Ma z¢ € un punto qualsiasi di [a,b] e quindi f &

continua in [a, b]. O

Forniamo ora un esempio di funzioni continue in un intervallo [a,b] che ¢ di
Cauchy nella norma || - ||2 e che converge, nella stessa norma || - ||2, verso una
funzione che non & continua in [a, b], con cid mostrando che:

Teorema 13.5. Lo spazio vettoriale C ([a,b]) delle funzioni continue in [a,b] C
R non é completo rispetto alla norma || - ||2.
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Dimostrazione. Consideriamo la successione di funzioni continue in [0, 1]:

1
={O se 0<z< 3
ful(z) = n>1
1
'l(Qxfl)l/" se 5 <a<l.
Mostriamo che {f,} converge in {f,(z)} alla funzione!®:
1
:{O se 0<z< 3
S =1
1
! —<z<
Ll se 5 < r<1

Infatti:

HhMﬂ@ﬁﬁﬂh(mnw

/2 /2

1 11 1 1 1
-2 - D" dr =4 —— 2. =
Am(l‘ S =S T 2 1/n+1

da cui si ottiene:

i [ fu(z) ~ f@)f =0

Ma la funzione f(z) non & continua in [0,1]. Questo prova l’asserto.

(13.7)

2 1 1
dm:/ der/ (2x71)2/n dx
1 1

O

Poiche la completezza & un requisito fondamentale per I’ambiente funzionale che
stiamo cercando di delineare, si potrebbe pensare di concludere che tra gli spazi
vettoriali normati {Cla, b], || - ||} € {Cla,b], | - ||2} il primo sia da preferirsi. Cio
puo sembrare tanto piu vero se si considera il contenuto del teorema seguente,

che ci limitiamo ad enunciare:

Teorema 13.6. (Weierstrass) Si consideri il sistema dei polinomi in [0, 1]17:

Px) = {l,a:,xQ, ey } ,

(13.8)

e sia f(x) una qualsiasi funzione continua in [0,1]. Allora, comunque si fissi
e > 0 ¢é sempre possibile determinare un polinomio p,(x) di grado n opportuno

e di coefficienti cq, c1,..,¢p, tale che:

[f(z) = pn(z)llec <e.

16Che la successione & di Cauchy si dimostra alla stessa maniera.

17Naturalmente, I’aver scelto questo particolare intervallo non lede la generalita del teorema.

61



In altri termini, € possibile approssimare uniformemente bene quanto si vuole
una funzione continua con polinomi.

Nel teorema di Weierstrass il sistema P(x) dei polinomi si comporta come una
“base” nello spazio {C[a,b],]| - ||} Infatti, un polinomio qualsiasi p,(x), di
grado n, si scrive p, (z) = ¢, +c12+ cox? + - - +c, 2™, con i coefficienti cg, c1,..,¢p
che fungono da “componenti” di p,(z) in P(z) (con le componenti ¢, 41, Cni2,-..
tutte uguali a zero). Il teorema afferma, in pratica, che I'errore che si commette
approssimando una funzione continua in un intervallo con un polinomio puo
essere reso piccolo a piacere nella norma || - ||. La questione, qui, riguarda
il modo in cui si determinano i coefficienti ¢;. Per analizzare meglio questo
problema premettiamo qualche definizione.

Definizione 13.8. Sia S uno spazio vettoriale. Un prodotto scalare é una
funzione che ad ogni coppia f,g di elementi di S associa un numero reale (f,g)
con le sequenti proprieta:

ps1)  (f.9)=1(9:f);

ps2)  (f,f)>0e(f,f)=0 seesolosef=0;
ps3)  (fi+ f2.9) = (f1.9) + (f2,9);

ps4) (af,g)=alf.g), a€R.

Uno spazio vettoriale S nel quale sia definito un prodotto scalare (-,-) si dice
euclideo.

E’ immediato!® verificare che se S & uno spazio euclideo, allora esso & anche uno
spazio normato con la norma:

£l = (f. N> (13.9)

Teorema 13.7. Lo spazio {C[a,b], || - |2} & euclideo. Infatti la norma || - ||2 si
deriva, in accordo con la (13.9), dal prodotto scalare'®:

b
mm:/fwwmw. (13.10)

Non ¢ vero, in generale, che ogni norma possa essere derivata da un prodotto
scalare. Sussiste, infatti, la seguente proprieta:

Teorema 13.8. (Proprieta del parallelogramma) Sia S uno spazio norma-
to con una norma qualsiasi || -||. Allora, S ¢ euclideo, cioé la norma || - || si puo
deriare da un prodotto scalare in accordo con la (13.9), se e soltanto se:

18S0lo la condizione n3) & un po’ delicata da provare. Infatti, si ha

If +gll> = £ +2(f,9) + llgll* < IFI1” +21(F, 9)| + llgll* <

1112+ 201£ 1 gl + lgll® = AL+ Nlglh?

dove si & fatto uso della disuguaglianza di Schwarz |(f, g)| < || fll |lg]|, valida per ogni f,g in
S euclideo.
19Che si tratti di un prodotto scalare si verifica molto facilmente.
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I1F+gl?+1f = gl? =2 (IIFI1* + lgll?) . (13.11)

per ogni f,g € S.

La proprieta del parallelogramma, che non dimostriamo?°, ci consente di provare

per mezzo di un esempio che lo spazio {C[a, b], || - ||cc } non & euclideo, cioe che la
norma della convergenza uniforme non puo derivare da un prodotto scalare. A
tale scopo consideriamo 'insieme delle funzioni continue in [0, —] con la norma

Il - [loo- In tale spazio consideriamo le due funzioni f(z) = sinz e g(z) = cosz.
E’ immediato verificare che:

Hf”oo:lv HgHoozl»

If + 9l =v2, lIf—glle=1,

dalle quali si deduce che la (13.11) non vale.

L’impossibilita di munire {Cla,b],| - ||} della struttura di spazio vettoriale
euclideo lo rende inidoneo ai nostri scopi. D’altra parte, lo spazio {Cla, b], || - ||2}
non e completo, mentre anche la completezza ¢ una proprieta irrinunciabile. In
maniera del tutto analoga alla costruzione dello spazio dei numeri reali R, che si
ottiene aggiungendo ai numeri razionali Q i limiti delle successioni di Cauchy di
numeri razionali (le quali non sono tutte convergenti in Q, cf. 'esempio 13.4), se
si aggiungono alle funzioni continue in [a, b] i limiti delle successioni di Cauchy
di funzioni continue le quali, come la successione (13.7), non convergono nella
norma || - ||z ad una funzione continua, si ottiene uno spazio completo. Tale
spazio, che contiene quello delle funzioni continue in [a, b], si indica con La[a, b]
ed ¢ caratterizzato dalla seguente:

Definizione 13.9. Lo spazio Lafa,b] € costituito dalle funzioni f definite in
[a,b] C R con la proprieta:

b 1/2
nﬂhz(/'uwwdg < oo,

Lo spazio Ls[a, b] € uno spazio vettoriale euclideo e completo. Gli spazi vettoriali
aventi entrambe queste proprieta si dicono spazi di Hilbert?!.

In Lsla,b] vale un risultato simile al teorema di Weierstrass valido nello spazio
{C[a,b], | - [loo}- Sipud dimostrare, infatti, che comunque si prendano ¢ > 0 ed
una funzione f € Lsla,b] & sempre possibile trovare una funzione continua f. in
[a,b] che dista, nella norma || - ||z meno di e. Questo fatto si esprime dicendo
che le funzioni continue in [a,b] costituiscono un sottoinsieme denso in Ls[a, b]

2012 necessita della condizione espressa dal teorema 13.8 & comunque immediata, trattandosi
della nota proprieta geometrica che afferma che la somma dei quadrati costruiti sulle diagonali
di un parallelogramma ¢ uguale alla somma dei quadrati costruiti sui lati.

21Ge uno spazio vettoriale normato ha solamente la proprietdh di completezza, come
{Cla,b],|| - |loc }, si dice uno spazio di Banach.
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(ovviamente rispetto alla norma || - || di Ls[a,b]). Allo stesso modo, il teorema
di Weierstrass comporta che le funzioni continue sono dense in {Cla,b), || - [loo}
nella norma di tale spazio.

14 Problemi ai limiti di Sturm-Liouville

Definizione 14.1. Un operatore lineare L della forma:
1 "N/
Lu = ~[~(pu')" + qu], (14.1)

definito per valori di x appartenenti all’intervallo limitato [a,b] della retta reale,
con q(z) e w(z) continue, w(z) positiva, e p(z) positiva e di classe Ct in [a,b],
si dice operatore di Sturm-Liouville.

Siano B; e By operatori lineari che assegnano i valori ai limiti a e b del tipo:

Bru = aqu(a) + i/ (a)

(14.2)
Bou = asu(b) + Bou’(b),
dove le costanti «; e (; verificano le condizioni:

Definizione 14.2. Un problema di Sturm-Liouville regolare ¢ un proble-
ma agli autovalori del tipo:

( Lu=\u a<zr<b

(14.4)
Blu = BQ’LL =0.
Di solito, I'equazione (14.4); si scrive come:
—(pu')" 4 qu = dwu. (14.5)

Se avviene che o I'intervallo dei valori della z non ¢ limitato o una delle condizioni
(14.2) non & verificata nella forma sopra riportata, il problema agli autovalori
(14.4) si dice di Sturm-Liouville singolare.

Problemi di Sturm-Liouville appaiono nella risoluzione di equazioni alle derivate
parziali con il metodo della separazione delle variabili. Come ¢ stato osservato
nei paragrafi precedenti, il metodo conduce ad un problema agli autovalori del
tipo (13.1). Nel problema di Dirichlet omogeneo per I’equazione delle onde (o
del calore) nell’intervallo [a,b] C R, questo si scrive:
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( —U" =\U,

i U(0) = U(L) =0,

che & un problema di Sturm-Liouville regolare con p = w =1, ¢ = 0, a1 =
as = 1, f1 = B = 0. Ancora, nella risoluzione del problema di Dirichlet
omogeneo per ’equazione delle onde nel disco di R? di centro l'origine e raggio
a 'equazione per la parte radiale R(r) della soluzione eé:

PR’ +rR + (M? — u)R=0, (14.6)

con la condizione R(a) = 0 assieme a quella di limitatezza della soluzione.
Dividendo per r, la (14.6) diventa un’equazione del tipo (14.5) scegliendo p =
w =req = p/r. Poiche le condizioni ai limiti non si scrivono nella forma (14.4),
con le By, By del tipo (14.2), il corrispondente problema di Sturm-Liouville ha
carattere singolare.

L’ambiente in cui il problema (14.4) & formulato & lo spazio di Hilbert Lo (a,b)
munito del prodotto scalare:

b
(u, v) = / w(@)v(@)w(@)dz (14.7)

che si verifica immediatamente essere effettivamente un prodotto scalare in
Ls(a,b) poiche w(x) & continua e positiva. Visto il ruolo che svolge nella de-
finizione (14.7), w(z) si dice funzione peso. In Ls(a,b), perd, non tutti gli
elementi sono derivabili nel senso ordinario. Di conseguenza, il dominio D(L)
dell’operatore lineare L sara un sottoinsieme di La(a,b), e precisamente:

D(L) = {v € La(a,b) N C?*(a,b) : Byv = Byv = 0}. (14.8)

Osservazione 14.1. Lo spazio C§°(a,b) delle funzioni continue a supporto??
compatto assieme a tutte le loro derivate in (a,b), che ¢ denso il Ls(a,b), €
contenuto in D(L). Quindi, D(L) & esso stesso denso in Ls(a,b).

Definizione 14.3. Un operatore lineare L st dice simmetrico se:

(Lu,v) = (u, Lv) , Yu,v e D(L). (14.9)

Teorema 14.1. L’operatore di Sturm-Liouville é simmetrico.

Dimostrazione. Infatti:

b b

(Lu,v) — (u, Lv) = / [—(pu) + qu]vdx — / [—(pv") + qu]udz .

a a

2271] supporto di una funzione & la chiusura dell’insieme dei punti nei quali la funzione ha
valore diverso da zero.
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Integrando per parti, troviamo:

(Lu,v) — (u, Lv) = [p(uv' - u’v)]b . (14.10)

a

Tenendo conto della definizione di D(L) si ha che:
aju(a) = —p1u(a) ayv(a) = =19 (a)

asu(b) = —Fau/(b) asv(b) = — B0 (b).

Sostituendo nella (14.10) segue immediatamente 1’asserto.
O

La condizione che occorre verificare perché un problema di Sturm-Liouville sia
simmetrico e:

b
{p(uv' — u'v)} =0. (14.11)
a
Questa si verifica non soltanto quando le condizioni al contorno sono del tipo
(14.4)5 ma anche quando, per esempio, abbiamo condizioni ai limiti di tipo
periodico:

(14.12)
p(a)u’(a) = p(b)u'(b).

Un altro caso di notevole interesse nelle applicazioni si ha quando la funzione
p(z) (coefficiente della derivata seconda nell’operatore L) si annulla in uno degli
estremi dell’intervallo dei valori della z. Se, per fissare le idee, supponiamo che
x € [0,0], si pud avere che p(0) = 0. Quando cid avviene, di solito si richiede
che, nel punto “singolare z = 0 la funzione u sia limitata. Si pud dimostrare
che la condizione di simmetria (2.11) continua a valere se tanto la u quanto la
v verificano le condizioni ai limiti:

u(b) =0, u(0) limitata e lirr%)p(x)u'(x) =0. (14.13)
xr—

Teorema 14.2. Gli autovalori del problema di Sturm-Liouville sono reali.

Dimostrazione. Supponiamo che L ammetta un autovalore complesso A e dici-
amo u la corrispondente autofunzione. Allora, anche il complesso coniugato A
di A sara autovalore e la corrispondente autofunzione sara u:

Lu = \u, Lu = \u,

(si osservi che operatore di Sturm-Liouville L & reale). Ma allora si ha:
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(Lu,u) = AMu, @), (u, L) = \(u, @) .

Ora, siccome L ¢ simmetrico, i primi membri delle due relazioni precedenti
sono uguali tra loro, e quindi lo sono anche i secondi membri, per cui, essendo

(u, @) > 0,8 A= \. O

Teorema 14.3. Autofunzioni del problema di Sturm-Liouville associate ad au-
tovalori distinti sono ortogonali (nel senso del prodotto scalare (14.7)).

Dimostrazione. Siano A1 e Ay due autovalori distinti di L e siano u; e ug le
corrispondenti autofunzioni. Si ha:

(Luy,uz) — (u1, Lug) = A1 (ur,u2) — Ag(u1,u2) .

Ma L & simmetrico. Quindi:

At (w1, u2) — Ao(ur,u2) = (A1 — A2)(ur,u2) =0,

e, essendo A1 # Ag, segue che (u1,uz) = 0, cioé che u; e ug sono ortogonali. O

Per il significato che esso riveste nelle applicazioni, € molto importante stabilire
il segno degli autovalori del problema di Sturm-Liouville. Moltiplicando scalar-
mente (nel senso (14.7)) 'equazione (14.4); per u si verifica immediatamente
che:

(Lu,u)

A= ——t
[Jull?

(14.14)

dove:

WW=lwmﬁ@m.

il rapporto R(u) a secondo membro della (14.14) prende il nome di quoziente
di Rayleigh. Se lo valutiamo esplicitamente usando ’espressione della (14.5)
troviamo:

(Lu,u) 1 b

’ 2 u2 x_# uu/
R = o = [ [ 0 4 el = o ]

Da quest’ultima relazione segue che, per tutte le condizioni ai limiti per le quali:

a

[puu’]z <0, (14.15)

il quoziente di Rayleigh R(u) € non negativo. Questo si verifica, ad esempio,
quando abbiamo condizioni ai limiti omogenee del tipo:

u(a) = 0; u(b) =0, (14.16)
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OVVero:
u'(a) =0; ' (b) =0, (14.17)

ma anche per condizioni al contorno periodiche del tipo (14.12) nonche per

condizioni di singolarita del tipo (14.13).

Il risultato seguente, della seconda parte del quale omettiamo la dimostrazione,

fornisce una caratterizzazione dell’insieme degli autovalori di un problema di
Sturm-Liouville.

Teorema 14.4. Gli autovalori di un problema di Sturm-Liouville per il quale
¢ verificata la condizione (14.15) sono tutti non negativi e costituiscono un
insieme numerabile.

L’insieme degli autovalori si puo quindi ordinare come:
0< <A<l < <.

Infine, si puo dimostrare che lim A, = +oo.

Teorema 14.5. Il minimo del rapporto di Rayleigh nel dominio D(L) ¢ il primo

autovalore A1 di L.

Dimostrazione. Nella dimostrazione daremo per accettata l’esistenza del mini-
mo:

(Lo, o)
ol

ed indicheremo con u la funzione di D(L) in corrispondenza della quale tale
minimo viene assunto (funzione minimizzante), cioe:

m = min {R(w) _ e D(L)} , (14.18)

(Lu, u)
lull

Sia w = u+¢ep una funzione di D(L), £ un numero reale qualsiasi e consideriamo
la funzione:

(14.19)

m =

 (Lw,w)  (L(u+ep),u+ep)
POl =7 Jure (1420

L’essere u la funzione minimizzante equivale a richiedere che F(g) abbia un
minimo per ¢ = 0. Condizione necessaria perche cid avvenga ¢ che F'(0) = 0.

Ora:

U ’LL2— u,u)u
(o) = KMl =2 lg)

comporta che:

(Lu, @)|lull* = (Lu, u)(u, ) = 0,
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ovvero:

() = i u,0) = m(u ),
dove, nell’ultimo passaggio, si ¢ usata la (14.19). Quindi, deve aversi:

(Lu —mu,p) =0,
per ogni funzione ¢ di D(L). Dunque:

Lu=mu,

cioe m deve essere un autovalore di L e, essendo il minimo di R(y) in D(L),
sara necessariamente il piti piccolo tra gli autovalori di L, cioe A;.
OJ

Teorema 14.6. Il minimo del rapporto di Rayleigh nel sottospazio di D(L)
delle funzioni ortogonali alle prime n autofunzioni di L é A\jp41.

Dimostrazione. Indichiamo con m™* la quantita:

(L, )
el

cioe il minimo di R(y) calcolato sulle funzioni ¢ di D(L) che sono ortogonali
alle prime n autofunzioni w, us,..,u, di L. Daremo per accettata l’esistenza di
tale minimo e diremo w la funzione in corrispondenza della quale tale minimo
viene assunto (ovviamente e (u,u1) = (u,u2) = - = (u,u,) = 0.)

Ponendo w = u + ey, con € numero reale qualsiasi e ¢ ortogonale a uy,..,u, €
procedendo come nel teorema 14.5, si arriva a scrivere:

peD) e (pur) = (p.uz) = = (pun) =0} .

m" = min{

(Lu —m*u, ) =0, (14.21)
con (p,uy) =+ = (¢,u,) = 0. Prendendo nella (14.21) u; (: = 1,..,n) al posto

di ¢ e sfruttando la simmetria di L, si ottiene:
(Lu,w;) — m*(u,u;) = (w, Lu;) — m*(u,u;) = (N — m*) (u,u;) =0,
vale a dire:

(Lu —m*u,u;) =0, (14.22)

con ¢ = 1,..,n, dove si e tenuto conto che u € ortogonale a ciascuna delle u;.
Ora, sia h una funzione arbitraria®® di D(L), cio® non necessariamente apparte-

231 unica condizione su h, oltre ad appartenere a D(L), & che risulti non identicamente
nulla.
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nente al sottospazio delle funzioni di D(L) ortogonali alle prime n autofunzoni
di L, e consideriamo la funzione:

(hvuk)
(w2

n
v=n"h— Z Crug con cp = (14.23)
k=1

E’ immediato verificare che (v,u;) = 0 (¢ = 1,..,n). In altri termini, v ¢ la
“parte” della funzione h che & ortogonale alle prime n autofunzioni di L. Di
conseguenza, la (14.21) ¢ soddisfatta dalla v. Facendo una combinazione lineare
della (14.21), con v al posto di ¢, e della (14.22), con coefficienti i ¢ che
compaiono nella (14.23), si ottiene:

(Lu — m*u,v) — Z cip(Lu — m*u,ug) = (Lu —m*u,h) =0,
k=1
la quale ¢ valida per ogni funzione h € D(L). Da quest’ultima relazione
deduciamo, quindi, che:

Lu=m"*u,

vale a dire che m* & un autovalore di L. Dovendo, poi, essere il minimo di R((p)
tra le ¢ € D(L) ortogonali alle prime n autofunzioni ui,..,u,, esso sara il pit
piccolo autovalore di L corrispondente alle restanti autofunzioni 41, Unt2,...,
cioe m* = Ap41.

|

Il teorema successivo e il punto centrale del presente paragrafo.

Teorema 14.7. Le autofunzioni di un problema di Sturm-Liouville per il quale
é verificata la condizione (14.15) formano una base in Ls[a,b] ortonormale
rispetto al prodotto scalare (14.7).

Dimostrazione. Si e gia stabilito precedentemente che vi & un sistema numer-
abile di autofunzioni e che queste sono mutuamente ortogonali. Poiche le aut-
ofunzioni sono sempre definite a meno di una costante, & sempre possibile as-
sumere che esse costituiscano un sistema ortonormale {u,, }22 ;. Ora, condizione
necessaria e sufficiente affinche il sistema {u,,} costituisca una base ortonormale
in La[a,b] € che un qualsiasi elemento ¢ € La[a, b] si possa scrivere come:

oo
o= prux,
k=1
OvVVvero:

nEI-lr-looH@ - Sn” =0,

dove ¢ = (p,ux) e s, = 2221 prug. Poniamo r, = ¢ — s, a stimiamo il
rapporto di Rayleigh R(r,). Per ogni k = 1,2,..,n si ha:

70



(rnauk) = (90 - Snvuk) = ((,07Uk) - (snvuk) =0.

In altre parole, il resto 7, € ortogonale alle prime n autofunzioni. Ora, in accordo
al teorema precedente, il minimo di R(¢p) sul sottospazio di D(L) delle funzioni
ortogonali alle prime n autofunzioni di L € A,4+1. Di conseguenza, poiche r,
appartiene a tale sottospazio, si ha:

(Lrp,ry)
([

1l teorema sard dimostrato se riusciremo a provare che la quantita (Lr,,r,) €
limitata superiormente. In questo caso, infatti, visto che il secondo membro
della (14.24) tende a +oo per n — oo, dovra necessariamente aversi r,, — 0 nel
senso di Lo[a, b].

Ora, si ha:

R(rn) = > Aot - (14.24)

(Lo, ) = (L(sp + 1), 8n +1n) = (LSn, $n) + 2(Lsp, 1) + (L1, 70) ,

dove si ¢ sfruttata la simmetria di L. Ancora, tenendo conto che (Ls,,, s,) > 0,
si ha:

(va 90) Z (Lrn; rn) + 2(L5na Tn) = (L’I"n, Tn) .

Dunque, (Lr,,r,) € limitata superiormente da (Ly, ¢), indipendentemente da
n. Il teorema e cosi’ dimostrato.
|

A Teorema del trasporto di Reynolds

In questa Appendice € riportato un risultato riguardante il “trasporto” lungo
il moto di quantita correlate ad integrali di campi euleriani. Sia By la config-
urazione al tempo t = 0 di un continuo deformabile e sia B; la configurazione
al tempo t. Se x = x(P,t) rappresenta il moto del continuo (con P € By e
t € [0,+00)) allora, detta Py C By una parte materiale del continuo, si ha:

Py = x(Po, t), t €[0,+00),

cioe I'immagine P, di Py al tempo t > 0 e costituita dagli stessi punti materiali
da cui e costituita Py.
Dalla formula per il cambiamento di coordinate negli integrali multipli si ha:

vol(Pt):/ av = [ Javy, (A1)
Pt Po

dove J = det F = det(dz;/0X;) > 0 e dove si ¢ indicato con dV; I'elemento di
volume nella configurazione iniziale. Derivando la (A.1) rispetto al tempo si ha:
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d d dJ
— vol = — dVp = —dVy. A2
& vol(P,) dtﬁo‘] Vo /P vy (A.2)

Andiamo ad esplicitare il termine d.J/dt. Per ragioni di semplicita ci limiteremo
nella dimostrazione a considerare il caso piano, in cui cioe¢ I’elemento di volume
¢, in realta, un elemento di superficie. Dunque:

(9.131 8371
dJ _ d 9% 0X; _i<ax1)ax2+amli(ax2>_
At~ dt | gpy  gu,| dt\OX1) 0Xy T OXydt \0X,

0X1 0Xy

_£(8m1> 8$2 _ 8.1311(6%‘2) o (9’(}1 8332 + 81‘1 6112_
dt \0X,/) 0X; 0Xodt \0X,/) 0X,0Xy, 0X;0X,

B Ovy Oxg B Ory vy Ovy Oxy Oz % Oxy Oxo n 0x1 % 0x1
8X2 (’9X1 an 8X1 - 8951 8X1 an 61’2 8X1 an 6X1 8331 an

oxq % 0xo B % O0x1 Oxo B % Oxy Oxo B o0xq % o0x1 B o0xq % O0xo
8X1 8£ﬂ2 8X2 (9%1 (9X2 8X1 81'2 3X2 8X1 8X2 8.%1 8X1 8X2 a(tg 8X1 o

_%(8:61 O0xo B 0x1 &CQ) %(8% 0xo _ o0x1 6;102) B
o 8.%‘1 6X1 8X2 8X2 8X1 6.132 8X1 6X2 6X2 6X1 o

B (%+%> <8x1 Oy B oy 83:2)
B a$1 8x2 8X1 (9X2 (9X2 8X1 ’

ovvero, in forma sintetica:

% =Jdivv. (A.3)

Questa formula, pur essendo stata ottenuta qui nel caso bidimensionale, ¢ valida
anche nel caso tridimensionale. Sostituendo la (A.3) nella (A.2) si ha:

ivol(Pt) = ﬂdVO = / divv JdVy = / divvdV . (A.4)
dt ’PO dt ’PO Pt

Definizione A.1. Un moto si dice isocoro se il volume di ogni parte materiale
rimane invariato durante il moto.

Conseguenza immediata della (A.4) ¢ che un moto & isocoro se e soltanto se
divv =0.

Sia ora ¢(x,t) un qualsiasi campo euleriano??. Tenendo conto della (A.3) si ha:

24 ¢ assunto sufficientemente regolare perche le operazioni che andiamo ad effettuare siano
consentite. Inoltre, anche se ¢ & qui un campo scalare, le considerazioni che andiamo a fare
valgono, con le ovvie modifiche, anche se esso fosse un campo vettoriale.
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d d
— [ pdv ==

d
JdVy = —(Jo)dVy =
i I, it Jp, £7 0 /7> (J) dVo

 dt
(A.5)

= / (P +@divv) JdVy = / (¢ + @divv) dV .
'Po P
Questa relazione va sotto il nome di “teorema del trasporto” di Reynolds. Con-

sideriamo, come caso particolare, ¢ = p(x,t), essendo p il campo euleriano di
densita del continuo, definito dalla relazione:

m(Pt):A p(x,t)dV , (A.6)

dove m(P;) ¢ la massa di P;. Poiche P; & una parte materiale del continuo,
costituita cioe sempre dagli stessi punti materiali, evidentemente di ha:

dm(Pt)
dt
Da questa, dalla (A.5) e dall’arbitrarieta di P; C B; segue allora:

=0, per ogni t € [0,4+00) .

p+pdivv=0. (A.7)
Quest’ultima relazione va sotto il nome di equazione di continuita della massa.

Definizione A.2. Un continuo si dice incomprimibile se il suo campo euleriano
di densita e costante durante il moto.

Conseguenza della (A.7) & che un continuo & incomprimibile se e soltanto se
divv = 0.
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