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‘URE 6.9

Given: Beam carrying three masses, Fig. 6.9(a).
Find: Flexibility matrix, [a].
Approach: Use the definition of a; along with beam deflection formula.

Solution: Let x;, x,, and x; denote the total transverse deflection of the masses my, m,, and

mg, respectively. From the known formula for the deflection of a pinned-pinned beam [6.2], -

the influence coefficients a,; (j = 1, 2, 3) can be found by applying a unit load at the location -

of m; and zero load at the locations of m, and m5 (see Fig. 6.9b): ~ ;

9 P 11 2 7P

_ 9B _ur - 1 1
TSR Er 2 T 68Er 913 T 68 EI (E.1)

Similarly, by applying a unit load at the locations of m, and m; separately (with zero load
at other locations), we obtain

pmap = ML _ap e
2! 127 768 EI’ 22 7 48 Er 2 7 768 EI ’
and
7 B 11 2 9 3

= = ————— = T e——— —— o ————— -3
LT 43 T aegEr 2T 3 T ggEr 9% T gegEr B

Thus the flexibility matrix of the system is given by

s [9 17

[a]l = 11 16 11 A (E.4)
T68FEl 7 11 9 u
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Fig. 6.3-1. Vibrazione accoppiata di traslazione e rotazione.
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E cvidente che le coordinate x ¢ 6 sono accoppiate dal termine
(kals — kily). Se kihy = ka2bs, il termine di accoppiamento scompare e
otteniamo solo le vibrazioni per x ¢ 8 disaccoppiate; vale a dire che
una forza applicata al baricentro non produce rotazioni della barea,
mentre una coppia applicata alla barra non provoca spostamenti del
suo baricentro. In termini matriciali cid significa diagonalizzare fa
matrice delle rigidezze.

Nel caso che kil # kol= troveremo che Ia forza applicata in G
provoca sia uno spostamento lincare x che una rotazione 8, analoga-
meate una coppia applicata alta barra provoca entrambi gli spostamenti
8 c x. In conclusione, 1’accoppiamento che abbiamo ora considerato &
definito come accoppiamento statico ¢d ¢ riconoscibile dai ternuni della
diagonale sécondaria della matrice rigidezza.

Notiamo ora che esiste un certo punto C (vedi Fig. 6.3-2) lungo
la barra tale che, se in esso applichiamo una forza normale alla barra
.slessa otteniamo solo una traslazione; questo implica che kils = kzoly.

|l-—l3—+\l,,—~’

3 3}
v, T g

Fig. 63.2.

ky(x.~158)

kalx, +1,8)

Se noi misuriamo la coordinata x da questo punto e scriviamo le equa-
zioni del moto, otteniamo:

m(Ee+ eB) = —dy(xe — b)) — ka(xe + 10)

" . (6.3-4)
I8 + me%. = ky(xe — bO)s — ke(xc -+ 1,0)1
dove X, 4- €8 & I"accelerazione di G ¢ o termine meX, & dovuto al fatto
di aver consideralo il momento atiorno a un punto accelerato che non
coincide con il baricentro
Riscrivendo e tenendo presente che kify == ksl le equazioni pre-
cedenti si riducono alta forma: .

mie -+ meld + Ky k). =0
(6.3-5)
JB b mek,— (kf - ka13)0 = 0

o, tn scrittura matriciale

[m me] 33}{ [(k, b ka) 0 Xe
S =0 6.3-6)
me J. 3 U0 0 (kufs 4 k:lf)] 30 ‘ ‘

due matrici massa ¢ rigidezza.
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E cvidente che PPaccoppiamento & dovuto al términe e; tuttavia il ter.
| minc ¢ apparc solo nella diagonale’ secondaria della matrice -massy
¢ Fisicamente questo implica che {"accoppiamento sin dinamico: val;
.1 a dire che se la barra ¢ spostata da una forza applfca(i in Ce :luindi
lasciata andarce, la forza di inerzia applicata in G creerd ug momeato
i attorno a C producendo una rotazione sovrapposta alla graslazione
; Abbiamo cosi cambiato i tipo di accoppiamento passindo dallo s(a:

tico al dinamico ridetinendo e’ coordinate del sistema e ottenendo ora

- diagonalizzata la matsice delle rigidezze ¢ non quella delie masse.

kz(A‘*lG)

Net due esempi precedenti abbiamo scelto ke coordinate in modo

_ da ottenere accoppiamenti statici ¢ dinamici. £ naturalmente possibile

scegliere le coordinate in maniera differente rispcl{oépi due casi mostrati,

. v . » . > & - -
- tali cioé¢ che. sia l'accoppiamento statico chet &mamlco. compaiano

nelle equazioni del moto. Per esempio se x & preso partendo dall ‘estremo
sinistro, come illustrato in Fig. 6.3-3, si otlengono le equazioni

m(1 + 10) = —kyxy — ka(x2 + 16)

6.3-7
N mh Ry = —ka(xy + 1) €37
che, riscritte, divengono
my iR (k1 ke)  kaly(xy . :
[ml. J,] il [ s wrlof=0 (638

Abbiamo cosi introdotto entrambi gli accoppiamenti, statico e dinamico,
come risulta anche evidenate dai termini delle diagonali secondaric delle

6.7 APPLICAZIONI
Ci sono molti sistemi a due gradi di libertd di interesse pratico nel

camg:o ingegneristico. Discuteremo diverse di queste applieazioni che
illustrano le caratteristiche dei sistemi a due gradi di liberta,

- Sospensioni automobilistiche. L’automobile rappreseata un si-
stemu complesso a pilt gradi di liberta. E possibile, tuttavia, semplifi-
care il sistema come mostrato in Fig. 6.7-1 considerando solo i moti
pilt importanti del sistema: (1) movimento teaslatorio verticale de! te-
laio; (2) moto angolare di beccheggio del tetaio; (3) moto verticalke delle
ruote.

Corpo

"Malle .
Ruote
Pneumaticl

Fig. 6.7-1. Sistema oscillante cquivalente di un'automobile.

Le frequenze proprie per i primi due tipi di moto sono dello stesso
ordine di grandezza e.generalmente inferiori a T Hz. Le ruote, invece,
si muovono in senso verticale con rapiditd maggiore ¢ la loro frequenza
& dalle 6 alle 10 volte pilr grande di quella del corpo. A causa di questa
notevole dilferenza delle frequenze proprie, i moti del corpo (1) ¢ (2)
¢ quello delle vuote (3) avvengono pressoche indipendentemente. Per
esempio il movimento delle ruote & troppo rapido per influenzare ap-
prezzabilmente | movimenti del telaio ¢ | movimenti del telaio sono troppo
lenti per influenzare quello delle ruote. E evidente quindi che possiamo
studiare i moti del telaio ¢ quelli delle ruote separatamente, semplifi-
candn 10tevolmente il problema.

Per studiare il moto del telaio adottiamo la rappresentazione sche-

matica di Fig. 6.7-2 dove

m = massa sospesa del veicolo
J = momento di inerzia del veicolo attorno al bayicenxro

ky, ko = rigidezza della molla anteriore ¢ posteriore.

9
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Fig. 6.7-2. Sistema oscilfante plificato di ua"
Ritornando all’'Eq. (6.3-2) che si adatta a questo problema e ponendo

1
a=——(ki + k2)
m

b =——l—(k~:[2—kl[l) (a-1)
n
¢ = — (kuli + kaly) = ——— (all + kaf3)
J mr?
le equazioni del moto sono
24ax +b60=0 (a-2)
b+ o+ bz x=0 (a-3)
r

E evidente da queste equazioni che b ¢ il coefficiente di accoppia-
mento tra il moto verticale ¢ quello di beccheggio ¢ che le equazioni si
disaccoppiano quando. kafs = kily. Senza accoppiamento una forza
applicata al centro di gravitd produce sofo un moto di traslazione x,
mentre una coppia applicata al telaio provoca solo un moto rotatorio 8.
Risulta anche evidente dalle equazioni del moto che i moti disaccop-
piati hanno lc segueati frequenze:

(a-5)

i

@y
We

Va
Ve

Per i modi principali i movimenti x ¢ 0 sono armonici ¢ la soluzione pud

essere espressa nella forma:
x = X cos &t
: (a-6)
0 = O cos wr
Sostitueado nclle cquazioni del moto otteaiamo
a— o)X+ b0 =0
; )X+ @
(T)X+ (c— @ =0
da queste si ricava il rapporto di ampiczza
X b c— w?
0T T Ta= w? - blr2 (a-8)

Risolvendo I'equazione precedente si otticne {'equazione della frequenza
per i modi principali

oo

ore=Ya+ o) + via+ F — (ac—b%r%
=ia+c) t Vila— o +8r?

wt— (a + c)w? 4 (ac — b,
e

(a-9)

Le frequenze accoppiate date dall’equazione precedente sono sem-
pre cftcme alt'intervallo delle frequenze disaccoppiate, vale a dire una
s\.xpcnorc ‘alla pilt alta, Faltra inferiore alla pil bassa delle frequenze
disaccoppiate. Espandendo il radicale dell’equazione precedente per
mezzo del teorema del binomio, le frequenze accoppiate per piccoli
coefficienti di accoppiamento verificano questa allermazione, essendo

(u? =g _L z_ bt
r*c—a) 2=+ e — a) (a-10)

‘F_SEMPIO.G._I-I. Determinare i modi principali di vibrare di una auto-
nwobile con i seguenti dati:

(a-4) -

S R
,..\
&
>
b
El

W= 1450 kg L=135m fa = 3600 gyq/m- .
¢ .
r? =} 44 m?® hi=165m k2 = 3900 k(\]m --
! =3m kLt ke = 7500 gpdm 2
e
Soluzione. Le costanti a, b, ¢ si determinano come segue ]
P -
o 9810600 4+ 3900) :
= OV T
—i 1450 30.68
- 9,81 (6435 — 4860) S
b= 7 i
e 10,65
e OBLES2 40608 ' ;
1450 x 1,44 = 80,54 ;
) b\
G (__) ~ 781 e ao (BL2
r - 29,86
Le frequenze < sono aliora

wia = §(a + ) +/Ha — T GIrF

I =656 +/222 + 18,1 = 829 S
Lo 48,3
’ _F - ,1,46 Hz :
4,2 1,08 Hz

I rapporti di ampiczza per le duc frequenze sono

10,65 0,33 mfrad
- Tom T o T mjra
. B
X B b 82,9 — 50,68
: . 0 et—a
i g 10,65
s —_ . 447 wm/rad

48,3 — 50,68

La posizione dei nodi, allora, determina il tipo di moto, come indicato dalla
Fig. 6.7-3.

}
|

Fig. 6.7-3. Modi principali di vibrare con indicate le posizioni dei nodi (punti di
moto nullo). .

A0



Frequencies and Modes of an Automobile

Determine the pitch (angular motion) and bounce (up and down linear motion) frequencies
and the location of oscillation centers (nodes) of an automobile with the following data (see
Fig. 5.11):

Mass = m = 1000 kg

Radius of gyration = r = 0.9 m

Distance between front axle and C.G. — [y, = 1.0m

Distance between rear axle and C.G. — L = 15m

Front spring stiffness = ks = 18 kN/m

Rear spring stiffness = k, = 22 kN/m

Given: Two degree of freedom automobile model, Fig. 5.11, with m = 1000 kg, r =
09m,/ = 10m, 1, = 15 m, ky = 18 kN/m, and k, = 22 kN/m.

Find: Natural frequencies and mode shapes.

Bounce

T——e O

A 777

_ 2.6461
— [, —f—— [,
€G>
Reference o i S iﬁ\
. - . 2
I 0.3061
FIGURE 5.11 FIGURE 5.12

A



Approach: Assume harmonic solution for free vibration and solve the resulting cquations

Solution: If x and ¢ are used as independent coordinales, the equations of motion are given

by Eq. (5.23) with &k, = k;, k, = k,, and J,, = mir*. For free vibration, we assume a harmonic
! o> K2 / 0

solution:

x(1) = X cos(wt + &), 01y = O cos(wi + &) (E.1)

Using Eqgs. (E.1) and (5.23), we obtain

(—mo? + ki + ky) (=kidy + koly) xX{ _|o E.2
(—kidy + kyly) (—Jow? + k(7 + k13110 ~ Yo (E.2)

For the known data, Eq. (E.2) becomes

(—10000? + 40.000) 15.000 X! [o s
15.000 (—810w> + 67,5000 |10 = 1o (E.3)

~ from which the frequency equation can be derived:
8.lw* — 999w? + 24,750 = 0 (E.4)

The natural frequencies can be found from Eq. (E.4):

w; = 5.8593 rad/sec, w, = 9.4341 rad/sec (E.5)
With these values, the ratio of amplitudes can be found from Eq. (E.3):
X X2
D) = —2.6461, e = 0.3061 (E.6)

The node locations can be obtained by noting that the tangent of a small angle is approximately
equal to the angle itself. Thus, from Fig. 5.12, we find that the distance between the C.G.
and the node is —2.6461 m for w; and 0.3061 m for w,. The mode shapes are shown by
dotted lines in Fig. 5.12. ]
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