S \ST E M [ A N %0‘ Q Parte 6 — Sistern:

SISTEMI NON SMORZATI

Le equazioni del moto si scrivono applicando il principio di D’ Alembert, il principio dei lavori virtuali o+ -
le equazioni di Lagrange.

Per le vibrazioni libere di un sistema non smorzato le equazioni del moto sono del tipo:
[M]{z(")}+[KH{x(D)} = {0} (6.1

dove [M] & la matrice massa e [K] & la matrice rigidezza:

my My . My, ky kyp o Ky,
(M]= my, My my, (K]= ky kp - Ky,
mnl mn2 A mrm knl kn2 At kna

e {x} &il vettore delle coordinate.

La matrice massa [M] e la matrice rigidezza [K] possono essere, in generale, complete € non simmetriche.
Se perd ad ogni massa (generalizzata) & associata una coordinata (generalizzata), allora la matrice massa
risulta diagonale. Analogamente, se ogni molla (generalizzata) ha ogni estremo mobile collegato ad una
massa (cioé posto in comispondenza dellorigine di una coordinata), allora la matrice rigidezza risulta
simmetrica.

Nel seguito, supporremo sempre che la matrice massa € la matrice rigidezza siano simmetriche. Cid &
lecito, in quanto scegliendo opportunamente le coordinate & sempre possibile ricondursi a tale situazione.

Gli elementi m;; e k; che compongono le matrici massa e rigidezza hanno il significato che ora chiariamo.
Scriviamo per esteso I’equazione del moto della massa i-esima. Si ha:

qu Xj+2ku xJ’_—'O (i:]w 27‘"7") (6'2)
j=1 j=t

Come si pud vedere dalla (6.2), gli elementi my della matrice massa rappresentano 1’azione inerziale
agente sulla massa i-esima in corrispondenza di una accelerazione unitaria del punto in cui € concentrata
la massa j-esima (essendo nulle le accelerazioni dei restanti n-1 punt). Gli elementi m; sono detti
_coefficienti di influenza inerziali. Gli elementi ky della matrice rigidezza rappresentano I’azione elastica
agente sulla massa i-esima in corrispondenza di uno spostamento unitario del punto in cui & concentrata la
massa j-esima (essendo nulli gli spostamenti dei restanti n-1 punti). Essi sono noti anche come coefficienti
di influenza per la rigidezza.

Al fine di determinare i modi propri di vibrare del sistema imponiamo che sia:

x=X;e" j=12,...n
Si ottiene: —* MU X }+[K){X)}={0} 6.3)
dove ({X}=[X, X, -. X, 1" @il vettore delle ampiezze di spostamento delle masse.
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Si perviene ad un sistema di equazioni analogo a quello gid visto nel caso dei si-stemi a due gradi di
liberta:

[A-d{X}=1{0} (6.4)
per il quale deve essere: detfA—d}=0 6.5)
avendo posto [A] = [M]" (K] (matrice dinamica).

Le radici 4 dell’equazione caratteristica (6.5) sono gli autovalori e le pulsazioni naturali del sistema sono

definite dalla relazione:

2
;=M

Sostituendo 44 nelle equazioni (6.4) si ottengono gli autovettori, che forniscono i modi di vibrare
corrispondenti alle pulsazioni trovate @.

Xll Xl2 . Xln

X X X,
Xh=1""%  (x),={"72} . {x},=4""%

an XnZ Xnn

Si ricordi che, essendo la (6.4) un sistema di n equazioni omogenee, gli elementi degli autovettori
risultano definiti a meno di una costante arbitraria.

Talvolta pud essere utile formulare le equazioni del moto delle masse del sistema in modo diverso dalle
(6.1). A cio si perviene utilizzando i coefficienti di influenza per la cedevolezza (flessibilitd) &;. Essi
vengono definiti come lo spostamento del punto i-esimo provocato da una forza unitaria applicata nel
punto j-esimo. Nel caso delle oscillazioni libere di un sistema ad n gradi di liberta devono considerarsi
come forza applicata solo quelle inerziali e, pertanto, lo spostamento della massa i-esima vale:

X=—) 80 my X, i=1,2,...,n) (6.6)
=1  j=1I

La (6.6) pud essere scritta nella forma matriciale:

{x}=-(D][M){x} ) 6.7
oy Op - 4y
. 521 522 A 620 . ey e
La matrice: [D]= ¢ detta matrice cedevolezza (flessibilitd).
6711 §n2 5nn
Confrontando la (6.7) con la (6.1) scritta nel modo seguente: {x}=-[KT' M Hx}
si riconosce che: [D]1=[K]!

ossia la matrice flessibilitd & I'inversa della matrice rigidezza.
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Se si sostituiscono le x;(1) =X ; € nelle (6.7), si ottiene:
{X}=0"[DIM]{X} (6.8)
dalla quale si perviene al sistema di equazioni:
[A-A{X}={0} 69)

con [A]=[DIM] e B = %}2 )

Come si vede, la (6.9) & analoga alla (6.4).
Inoltre, essendo:
[AN[A]=[MT'[K)K] ' (M]=U1]
siricava: [Al=[AT"
In conclusione, sia partendo dalle (6.1), sia impiegando le (6.7), il problema della determinazione delle

frequenza proprie e dei modi di vibrare viene ricondotto a quello della ricerca degli autovalori di una
matrice, per il quale sono disponibili algoritmi assai efficienti.

Proprietd di ortogonalita
Gli autovettori godono di una proprietd, che prende il nome di ortogonalitd, rispetto alle matrici massa €
rigidezza. Consideriamo le equazioni del moto scritte per il modo i-esimo:

[K)X), = 4IMUX); | ©6.10)
Premoltiplicando per il trasposto dell’autovettore j-esimo, si ottiene:
(X}, IKUX), = piX}; IMI{X),; - (6.11)
Ripetiamo ora I’operazione scambiando i modi i-esimo e j-esimo:
(X} KXY, = p{ X} IMUX); - o (6.12)
Poiché le matrici [K] e [M] sono simmetriche, valgono le:
(x};T KXY, = (X}, [KHX}, (X} IMI{X), ={X), IM{X),

tenendo conto delle quali, se sottraiamo le (6.12) dalla (6.11) otteniamo:

0=(s— u)IX}; IMUX}), (6.13)
ed essendo /4 # 44, risulta: 0={X} IMHX}, (6.14)
ed anche: 0={X}IKI{X}, (6.15)
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Le (6.14) e (6.15) definiscono il carattere di ortogonalitd dei modi propri di vibrare. Tale proprieta & di
fondamentale importanza per procedere al disaccoppiamento delle equazioni del moto del sistema.

Se poniamo i = j, la (6.13) risulta soddisfatta per ogni valore finito del termine ~ {X },-T[M]{X |
Chiamiamo massa modale e rigidezza modale rispettivamente i prodotti:

M; = {X};" IMI{X); K; = {X}, (K} X},

Le relazioni sopra scritte consentono di adottare come criterio di normalizzazione degli autovettori la
condizione:

M, =X} M1{X}), =1

Dalla (6.10) risulta: K, ={X}; KXY, = (X}, IMUX), = p, = &

La matrice modale
Se raccogliamo gli n autovettori in una matrice, otteniamo la cosiddetta matrice modale:

Xll X12 A Xlll
[q)]z X2! X22 T X2n
an Xn2 b Xnn

Per I’ortogonalita dei modi propri, il seguente prodotto & una matrice diagonale:

M, 0 .. 0
0 M, ... O

[@) (M][®]= 2 =[M], (6.16)
0 0 .. M

n

Gli elementi della diagonale principale della (6.16) sono le masse modali. La matrice (6.16) prende il
nome di matrice massa principale. Analogamente si ha:

K, 0 .. 0
K .. 0 ' '
(@) [K1[®@]= ? =[K], (6.17)
0 0 .. K

n

In questo caso gli elementi della diagonale principale sono le rigidezze modali e la matrice prende il nome
di matrice rigidezza principale.

Se si adotta la normalizzazione rispetto alla matrice massa, le matrici massa principale e rigidezza
principale diventano, rispettivamente:
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1 0 0 o’ 0 0

01 ... 0 0 o’ 0
M)p= Klp= 2

0 0 .. 1 0 0 . o’

La matrice massa principale e la matrice rigidezza principale permettono di disaccoppiare le equazioni del
moto.

Disaccoppiamento delle equazioni del moto
Scriviamo le equazioni del moto (6.1) premoltiplicando i termini per [®]" e postmoltiplicandoli per
(@)@’ =0

Si ottiene: (@F MUY {&} + [T [KIPPT ' {x} = {0} (6.18)
ossia: [M1p{4} +(K1p{q}= {0} , (6.19)
avendo posto: {q} =[®T ' {x} (6.20)

Le (6.20) definiscono le coordinate principali. Poiché [M1p e [K]p sono matrici diagonali, le equazioni del
moto (6.19), scritte in termini di coordinate principali, risultano disaccoppiate.

Risolto il sistema (6.19) in termini di coordinate principali, si passa da queste a quelle di origine con la
trasformazione:

{x} =[®}{q}

Partendo dagli autovettori precedentemente calcolati, si ottengono gli autovettori normalizzati rispetto
. alle masse moltiplicando gli elementi di ogni autovettore per uno scalare p; dato da:

1
pPi = T
JoxTx),

Moti di corpo rigido
Consideriamo un sistema a n g.d.1. che ammetta pid moti rigidi, siano per esempio i primi due:

w=w;=0.
Risulteri: [KI{X},=0 [K}{X},=0
[KUX); =& [MI{X); (i=3.,4,...,n)

Dalle prime due si ficava:  {X};" [K1{X}, ={X}, [K]{X}, =0 che & la relazione di ortogonalita.

Risulta altresi: (X1TKHX), =0 ma {X} [M){X},#0
perché non vale la relazione da cui si ricava I’ ortogonalita.

Pertanto, la presenza di moti di corpo rigido pud dare luogo alla presenza nella matrice massa principale
di termini al di fuori della diagonale.
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Vibrazioni libere
Il pit generale moto libero ¢ la sovrapposizione di tutti i modi propri. Ogni modo vi partecipa in una certa

vibrazioni libere partecipa solo quel modo.
SISTEMI CON SMORZAMENTO

Se nel sistema c’¢ smorzamento, le equazioni del moto diventano:

(M H{Z}+[CHx} + [K]{x} = {0}
La matrice [C] ¢ di regola simmetrica. Introducendo le coordinate principali, {q} = [®]"{x} si ottiene:
M 1p{g} + (@] [CUPNG) +[Kp{g} = {0}

In generale, la matrice @y [c 1[®] ¢ simmetrica ma non diagonale, per cui le equazioni del moto non
sono piu disaccoppiate.

Se perd lo smorzamento & proporzionale, ciog si pud scrivere: {Cl = oAM] + K]
con costanti (scalari), allora valgono le seguenti:
[®)[C[@] = @) M@+ IP) [KND] = 2M], + BIK], = [C]p

dove la matrice [C]p € una matrice diagonale detta matrice smorzamento principale:

G 0 .. 0
0 C, ... 0

[Clp =
0 0 . C,

e C, ={X}[CH{X}, sono gli smorzamenti modali.

Le equazioni del moto risultano cosi disaccoppiate.

Si pu6 definire inoltre lo smorzamento (modale) critico: Cer, = 2mw; = 2[k;m,

¢, quindi, il fattore di smorzamento modale:
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ViBRAZIONI FORZATE
Le equazioni del moto di un sistema ad n g.d.1, con smorzamento viscoso, si possono scrivere nel modo
seguente:

[M{E}+CHx}+[K]{x} = {f O} 621

dove [M] e [K] sono le matrici massa ¢ rigidezza, [C] ¢ la matrice smorzamento, {x} & il vettore degli
spostamenti ed {f{#)} & il vettore delle forze applicate:

L®
{f}= £® (6.22)
4,0
Introducendo nelle (6.21) le coordinate principali, definite dalle (6.20), si ottiene:
[M[®}{G) +[CUPH G} + [KIPY{g} ={f (D} (6.23)

Premoltiplicando ambo i membri della (6.23) per [®]7, siha:

(O [M [@1{G) + [®F [CHPUG} +[@T (K[ ®){g} =[] {f (O} (6:24)

Facendo I’ipotesi di smorzamento proporzionale, le (6.24) divengono:

(M1p{d} +(C1p (@} + (K 1p{q) =[®1 {f (O} (6.25)
Le (6.25) costituiscono un sistema di equazioni disaccoppiate.
Le componenti del vettore [CD}T{I(I)} sono dette forze generalizzate:

X [+ X 0+ + X, (1)
[T {f O} =| Xpn i)+ XL+ + X [ (1) (6.26)
X, O+ X, L)+ .+ X, [, (D)

Risulta:
Mg +Cq+Kyg = X i)+ Xy L)+t Xuf.@®
M,4,+Cyq, +Kyq, = Xp i)+ X () +..+ X, o[ (1)

Mnijn +Cnén + Kn‘]n = Xlnfl(t)+ X2uf2(t)+ . Xnnfn(t)

©.27)

Le equazioni differenziali del sistema (6.27) vengono risolte singolarmente con i procedimenti visti nel
caso dei sistemi ad un singolo grado di liberta. In tal modo si ottengono le componenti del vettore delle
coordinate principali e, tramite le (6.20), quelle del vettore delle coordinate effettive.
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Metodo modale

Il sistema sia non smorzato o con smorzamento proporzionale ed abbia N g.d.l.
Troviamo i primi n autovalor ed autovettori (con n<<N).
Introduciamo le coordinate principali g, g2, --., gn, COR:

X Xy X o Xulla
XN Xvi Xy2 — Xy ll4n
X Xu X2 X3 g
’ X X X !
Ad esempio, se N=10 e n=3, sara: %2 =7 12 %3 Q
o

10 X1 X2 Xio3
Introduciamo nelle equazioni del moto [M }{x} +[C}{x}+[K1{x} = {f(f)} premoltiplicando per [®] :

(BT IMIPHG + [PV [CHPHG +[®T (KNP g) = [®T {f (1))

Si ottengono cosi n (n<<N) equazioni disaccoppiate e quindi semplici da integrare. Una volta trovate le
coordinate generalizzate q, le coordinate effettive si trovano con la {x} = [®]{q}.

Il metodo & valido se la pulsazione € della forzante & inferiore alla pulsazione @, del modo n-esimo.

Metodo pseudo-modale

Se lo smorzamento €& piccolo ma non proporzionale (come capita abbastanza spesso), si pud usare un
metodo “pseudo modale”. Si trovano prima gli N autovalori ed autovettori trascurando lo smorzamento, €
se ne utilizzano — come prima — 1 primi n, con n<<N:

Xy Xy X - Xulla
X2 _ Xn Xpn - Xulj¢ =[®Haq}
XN Xpmi Xnz2 - Xy ll4n

Questa volta si ottiene un sistema di n equazioni accoppiate per i termini in ¢, ma integrabili abbastanza
facilmente perché n<<N:

[®1 IMIPNG} + (BT [CUBHG) +[PT (KIB{g} = (BT (f (1))

La soluzione ¢ valida solo se la pulsazione Q della forzante & inferiore alla pulsazione @} del modo n-
esimo.
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Metodo di Rayleigh-Ritx
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Modifiche strutturali
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Consideriamo ora lo stesso sistema ma supponiamo di dover calcolare la terza frequenza naturale qualora
la seconda massa passi al valore 1.3m.

This calculation can be done easily because the exact mode corresponding
to w; is known from exercise 1. The additional kinetic energy due to the
mass addition 0.3m is ‘ :

AT =103m(—2.42)*p**= 0.8785mp™

Then using the results of exercise 7, the kinetic energy of the modified
system is : .
T* = 4.004mp° +0.8785mp** o

=4 882mp°* -

Since the strain energy is constant

i . ’T /k
w3 =ws _:i_:;=1.793 ;" -_'__________)

The exact values ©** and ¢3* of the modificd system can be shown to be:

i 1

0.2007.

so it can be seen that this technique gives convenient estimates of the effect
on frequency of small changes of a structure.
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ESEMPIO - Sistema a 3 gradi di liberta
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APPENDICE Al - Problema agli autovaleri simmetrico.

Consideriamo le equazioni del moto di un sistema a N gdl:
Mx+K x=0

La matrice massa M sia diagonale e la matrice rigidezza: K sia

simmetrica. In generale, la matrice dinamica A = M!-X non &

simmetrica.” La determinazione degli autovalori. & pid rapida ed

accurata se si-ha a che fare con una matrice simmetrica. Conviene
procedere nel modo seguente.

® Si definisce la matrice o .
M2 MM MY = M
e Si pone
x =M™V2. q
e Si sostituisce nell’equazione del moto esi premoltiplica per M™%
MM M-uz’ g FMVK M2 g=0
e Poiché M'WMM‘”Z = [, I’ultima espressione scritt_a diventa: |
I1§+K g=0
e La matrice
K = MV2K MV?
- & simmetrica.

"o Posto g = q, €%, sostituendo nella penultima equazione e
- semplificando per ¢, si ottiene:

Kq=0q, — [K -211]q,=0

e Il problema & ricondotto alla determinazione degli autovalori e
autovettori della matrice simmetrica K.
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APPENDICE A2 - Eccitazione in un nodo

Supponiamo che il secondo modo di vibrare di un sistema a 4 gdl abbia un nodo in comrispondenza della
coordinata 2.

Xy X X3 Xy (0 |
X 0 X X
(@] = 21 23 2% {f}:<f2(f)$
X3 X5 X3z Xy 0
Xy X Xu Xu . 0
[0+ X, f,()+0+0] [Xpfo(®]
T 0+0+0+0 0
[T {f(®)}= =
0+ X, f,(6)+0+0 Xy fr(®)
|0+ X5y [o(8) +0+0 | Xou 2 (D) ]
rqlw leeiwlt\
0 . 0
{q} = e ={Q0e } = 0
T q3 | TQ3elCl)2t
Lq4) kQ4elw3t)
Xy X X X4 |[a®)]
X 0 X, X 0
) =[Plg}=| > S SRS
X5 Xz Xi Xyl|las(®
| Xy X Xz Xaa |44
X, 06 +0+ X, 06 +X,0,¢™ |
X, 06 +0+X,.0Y + X0,
p=lalig)=| K2, O X ol

X, 06 +0+ X, .06 + X, 0™
| X, 0™ +0+ X, 0™ + X, 0,6

Conclusione: 1a risposta non contiene la componente relativa al secondo modo.
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APPENDICE A3 - Quoziente di Rayleigh

Energia cinetica T= %{x}’w Kz}

Energia potenziale V= —%{x}T[K Hx}

Assunta una soluzione del tipo: n}={x}e” si ha:
T= —%wz{x FiMix k> V= %{x FiMx 2

Se il sistema & conservativo vale il principio di conservazione dell’energia meccanica (Tmax = Vmax), per
cui si ottiene:

Tuwe =50 (KT IMX}=Vigge = XV KX

da cui si pud ricavare il seguente rapporto:

{x¥ixix}
CxTmfx} R

noto come quoziente di Rayleigh .

Calcolo della prima frequenza propria
Si pud dimostrare che il quoziente di Rayleigh R({X }) ha un valore stazionario per {X} arbitrario
appartenente ad un intorno di {X};.

In altre parole, se: ({X} ) , allora risulta:  R({X })= ;" [1 + 0(52)]

con {X} arbitrario in un intormo di {X},.

Questa proprieth & molto utile in quanto permette di usare il quoziente di Rayleigh per determinare un
valore approssunato della prima frequenza naturale di un sistema. Infatti, & sufficiente assumere un
ragionevole primo modo di vibrare ('autovettore {X}s) ed il quoziente di rayleigh fornird una buona

approssimazione del quadrato dell’autovalore @.
Ovviamente la stima di @, sar3 tanto migliore quanto pit il primo modo ipotizzato € vicino a quello vero.

Osservazione
Si noti che il quoziente di Rayleigh si ottiene anche dall’equazione del moto del sistema libero non
smorzato:

[M]{x}+[K]{x} = {0} : A
si sostituisce la soluzione ottenendo: -*MEX}+IMKX }={0}.

Ora & sufficiente pre-moltiplicare per {X}" per ottenere il quoziente di Rayleigh:

o {X ¥ i Kx }+{x ¥ M {x}= {0} i %’T[[%%
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APPENDICE A4 - Medifiche strutturali
Si consider il quoziente di Rayleigh per il modo j-esimo:
x}ikix},
{x} imKx},
esso non & altro che il rapporto tra la rigidezza modale &; € la massa modale m;.

Supponiamo ora che alcune masse e/o rigidezze del sistema subiscano una modifica. Siano [{M +AM] e
[K + AK] le nuove matrici massa e rigidezza. Ovviamente anche le frequenze e i modi cambiano: avremo

rispettivamente @;* = ;+Aw; e {X}; ={X}; +A(X};.

T
. Xt [K+AKRX
La nuova pulsazione j-esima ¢ dunque: o’ = { }IT ! i };* -
{xJ, M+amKx};

Rl{xT,)

J

Ora se si assume che {X};*={X},;, ossia che la forma modale conseguente alle modifiche coincida con
quella relativa al sistema senza modifiche, si pud scrivere:

e X}k +akix),  {x}RRx) +{X 1T IaKKx ),
T xy v e amix), (X)) {x ) iamx g

X } 1aKx
ovvero: o =w? X }fT [KRX }j
S I amix )

xyTmRxy,

I
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