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ANALISI MATEMATICA
– PROVA SCRITTA –

CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA MECCANICA – A.A. 2016/2017

Libri, appunti e calcolatrici non ammessi

Prima parte

- Lo studente scriva solo la risposta, direttamente su questo foglio.
- La seconda parte verrà corretta esclusivamente nel caso che lo studente
risponda correttamente ad almeno 5 domande su 10 della prima parte.

- Ogni esercizio vale 2 punti, in caso di risposta corretta.

Esercizio 1. Si calcoli la lunghezza L della curva γ(t) =
(
log
(
t2 − 1

)
,−t
)
, con t ∈ [2, 3].

Risposta: L = 1 + log(3/2)

Esercizio 2. Dire quali fra i seguenti campi vettoriali sono conservativi su R2(
x2 + 1√
y2 + 1

,− xy(x2 + 3)

3(y2 + 1)3/2

)
,

(
x2 + 1

y2 + 1
,−2xy(x2 + 3)

3(y2 + 1)2

)
,

(
tan(x) arctan(2y),−2 ln (cos(x))

4y2 + 1

)
.

Risposta: sì no sì no sì no

Esercizio 3. Dire per quale α > 0 il seguente campo vettoriale è conservativo su R2(
ln
(
2 + α

(
x2 + y2

))
,

2y√
2 + y2

arctan

(
x√

2 + y2

)
+
√

2α

)
.

Risposta: α = 1

Esercizio 4. Calcolare il limite seguente

lim
x→0

ecos x−1 − 1

1− cos(2x)
= −1

4

Esercizio 5. Tra le serie seguenti, evidenziare quelle convergenti
∞∑
n=1

(−1)n

tan

(
π

2
− 1

n

) ∞∑
n=1

4n + n2

n!

∞∑
n=1

2n+2

n

∞∑
n=2

1

n (log n)2

Risposta: sì no sì no sì no sì no

Esercizio 6. Dire per quali α > 0 la serie seguente risulta convergente
∞∑
n=0

n!n2

αn2

Risposta: α > 1

Esercizio 7. Trovare una primitiva F della funzione x 7→
√
x− 3.

Risposta: F = 2
3 (x− 3)3/2

Esercizio 8. Usando uno sviluppo di Taylor fino all’ordine opportuno, calcolare il limite seguente

lim
x→0

1− cos(x6)

x3 tanx3 − ex6 + 1
= −3

1



Esercizio 9. Si scriva l’equazione del piano tangente al grafico della funzione f(x, y) = y arctanx nel punto
(1, 4/π, 1).

Risposta: z =
2

π
(x− 1) +

π

4
y

Esercizio 10. Calcolare la derivata direzionale ∂f
∂ω della funzione f(x, y) = xy

x2+y2 nel punto (1, 2) nella
direzione ω =

(√
3/2, 1/2

)
.

Risposta:
∂f

∂ω
=

3

50

(
2
√

3− 1
)

Seconda parte

Lo studente scriva lo svolgimento di ogni esercizio su un foglio a parte.
In questa parte non verranno ritenute valide risposte corrette, ma prive di giustificazione.

Esercizio 11 (7 punti). Data la funzione

h(x, y) = x2 y + x cos(2 y) +
1

2
,

si calcoli lintegrale ∫∫
E

h(x, y) dx dy,

dove
E = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0}.

Soluzione. Il dominio E è normale rispetto a y, ovvero è della forma{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b], f(x) ≤ y ≤ g(x)

}
.

Più precisamente, si ha

E =
{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ [−1, 1], 0 ≤ y ≤
√

1− x2
}
,

Si ha quindi ∫∫
E

h(x, y) dx dy =

∫ 1

−1

(∫ √1−x2

0

[
x2 y + x cos(2 y) +

1

2

]
dy

)
dx

=

∫ 1

−1

[
x2 (1− x2)

2
+
x

2
sin(2

√
1− x2) +

√
1− x2

2

]
dx

=

∫ 1

−1

[
x2 (1− x2)

2
+

√
1− x2

2

]
dx,

dove si è usato il fatto che ∫ 1

−1

x

2
sin(2

√
1− x2) dx = 0,

dato che l’integranda è una funzione dispari e l’intervallo di integrazione è simmetrico rispetto all’origine. Si
ottiene quindi ∫∫

E

h(x, y) dx dy =

[
x3

6
− x5

10

]1

−1

+
1

4

[
x
√

1− x2 + arcsinx
]1
−1

=
2

15
+
π

4
. �

Esercizio 12 (7 punti). Sia FFF (x, y, z) = (x, x+ y, x+ y + z) e C la curva ottenuta intersecando il piano
z = y con il cilindro x2 + y2 = 1 orientata in senso antiorario attorno al cilindro. Calcolare la circuitazione
di FFF lungo C ∮

C

FFF · ttt ds.



Soluzione. Una parametrizzazione di C è data da γ(t) = (cos t, sin t, sin t), t ∈ [0, 2π]. Sia Σ la superficie
parametrizzata da α : G → R3 definita da α(ρ, t) = (ρ cos t, ρ sin t, ρ sin t) per ogni (ρ, t) ∈ G, essendo
G = (0, 1)× (0, 2π). Chiaramente ∂Σ = C. Per il teorema di Stokes si ha∫∫

Σ

rotFFF ·nnndS =

∮
C

FFF · ttt ds.

Osserviamo che

rotFFF = ∇∧FFF = det

 iii jjj kkk
∂x ∂y ∂z
x x+ y x+ y + z

 = iii− jjj + kkk,

nnn = αρ ∧ αt = det

 iii jjj kkk
cos t sin t sin t
−ρ sin t ρ cos t ρ cos t

 = −ρjjj + ρkkk,

e quindi ∫∫
Σ

rotFFF ·nnndS =

∫ 2

0

∫ 2π

0

 1
−1
1

 ·
 0
−ρ
ρ

 dt dρ = 2

∫ 2

0

∫ 2π

0

ρ dt dρ = 2π.


