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DISTRIBUZIONI	CAMPIONARIE	

Prendiamo	10	palline	uguali	numerate	da	0	a	9	
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Le	mePamo	in	un’urna	ed	estraiamo	100	volte	rimeSendo		
Sempre	nell’urna	la	pallina	estraSa	
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numeri	da	strarre	

Per	ogni	numero	la	probabilità	di	essere	estraSo	è	
sempre	la	stessa		p=	1/10	=	0.1	

distribuzione	della	probabilità	



CENTO	numeri	estra6	casualmente	tra	0	e	9	
9	 1	 0	 7	 5	 6	 9	 5	 8	 8	
1	 0	 5	 7	 6	 5	 0	 2	 1	 2	
1	 8	 8	 8	 5	 2	 4	 8	 3	 1	
6	 5	 5	 7	 4	 1	 7	 3	 3	 3	
2	 8	 1	 8	 5	 8	 4	 0	 1	 9	
2	 1	 6	 9	 4	 4	 7	 6	 1	 7	
1	 9	 7	 9	 7	 2	 7	 7	 0	 8	
1	 6	 3	 8	 0	 5	 7	 4	 8	 6	
7	 0	 2	 8	 8	 7	 2	 5	 4	 1	
8	 6	 8	 3	 5	 8	 2	 7	 2	 4	
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DISTRIBUZIONE	DELLA	
FREQUENZA	DEI	NUMERI		

ESTRATTI	
numero	 frequenza	

0	 7	
1	 13	
2	 10	
3	 6	
4	 8	
5	 11	
6	 8	
7	 14	
8	 17	
9	 6	

DISTRIBUZIONI	CAMPIONARIE	

I	100	numeri	estraP	sono	
riporta,	nella	tabella	a	sinistra	
e	come	potete	vedere	essi	non	
vengono	estraP	lo	stesso	
numero	di	volte	anche	se	a	
priori	hanno	la	stessa	
probabilità	di	essere	estraP	

DISTRIBUZIONE	DELLA	FREQUENZA	DEI	NUMERI		ESTRATTI	



CENTO	numeri	estra6	casualmente	tra	0	e	9	
9	 1	 0	 7	 5	 6	 9	 5	 8	 8	
1	 0	 5	 7	 6	 5	 0	 2	 1	 2	
1	 8	 8	 8	 5	 2	 4	 8	 3	 1	
6	 5	 5	 7	 4	 1	 7	 3	 3	 3	
2	 8	 1	 8	 5	 8	 4	 0	 1	 9	
2	 1	 6	 9	 4	 4	 7	 6	 1	 7	
1	 9	 7	 9	 7	 2	 7	 7	 0	 8	
1	 6	 3	 8	 0	 5	 7	 4	 8	 6	
7	 0	 2	 8	 8	 7	 2	 5	 4	 1	
8	 6	 8	 3	 5	 8	 2	 7	 2	 4	

DISTRIBUZIONI	CAMPIONARIE	
Facciamo	diventare	ques,	100	da,	estraP	casualmente	la	nostra	popolazione	
ovvero	quel	gruppo	di	oggeP	(la	sta,s,ca)	che	vogliamo	studiare	e	per	farlo	
estrarremo	da	essa,	non	più	dall’urna	di	prima,	un	certo	numero	di	campioni.			

Ora	la	nostra	urna	conterrà	100	palline		
Con	la	distribuzione	riportata	qui	a	destra	e	
ogni	numero	avrà	una	propria	probabilità	di	
scire.	
Nel	caso	specifico	il	n.	4	ed	il	n.	6	hanno	la	
stessa	probabilità:		p=	8/100	=	0.08	 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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campione	 1	 		 2	 		 3	 		 4	 		 5	
		 6	 		 7	 		 7	 		 1	 		 5	
		 4	 		 8	 		 9	 		 8	 		 2	
		 6	 		 1	 		 2	 		 8	 		 9	
		 1	 		 8	 		 7	 		 4	 		 5	

media	 4.25	 		 6.00	 		 6.25	 		 5.25	 		 5.25	
		 		 		 		 		 		 		 		 		 		

campione	 6	 		 7	 		 8	 		 9	 		 10	
		 5	 		 4	 		 7	 		 2	 		 8	
		 5	 		 2	 		 4	 		 8	 		 1	
		 7	 		 7	 		 0	 		 7	 		 2	
		 8	 		 6	 		 1	 		 7	 		 0	

media	 6.25	 		 4.75	 		 3.00	 		 6.00	 		 2.75	
		 		 		 		 		 		 		 		 		 		

campione	 11	 		 12	 		 13	 		 14	 		 15	
		 7	 		 7	 		 2	 		 8	 		 3	
		 8	 		 3	 		 5	 		 0	 		 7	
		 7	 		 8	 		 0	 		 7	 		 4	
		 2	 		 7	 		 8	 		 7	 		 8	

media	 6.00	 		 6.25	 		 3.75	 		 5.50	 		 5.50	
		 		 		 		 		 		 		 		 		 		

campione	 16	 		 17	 		 18	 		 19	 		 20	
		 4	 		 5	 		 4	 		 4	 		 7	
		 8	 		 5	 		 3	 		 5	 		 4	
		 7	 		 8	 		 1	 		 8	 		 6	
		 7	 		 3	 		 6	 		 2	 		 3	

media	 6.50	 		 5.25	 		 3.50	 		 4.75	 		 5.00	

Estraiamo	dall’urna,	sempre	reinserendo	il	numero	uscito,	20	campioni	ognuno		
composto	da	4	numeri,	per	ogni	gruppo	calcoliamo	la	media	oSenendo	i	risulta,	
riporta,	in	tabella	
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1	 2.75	
2	 3.00	
3	 3.50	
4	 3.75	
5	 4.25	
6	 4.75	
7	 4.75	
8	 5.00	
9	 5.25	
10	 5.25	
11	 5.25	
12	 5.50	
13	 5.50	
14	 6.00	
15	 6.00	
16	 6.00	
17	 6.25	
18	 6.25	
19	 6.25	
20	 6.50	
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0	-	0.5	 0	 0	
0.5	-	1.5	 1	 0	
1.5	-	2.5	 2	 0	
2.5	-	3.5	 3	 2	
3.5	-	4.5	 4	 3	
4.5	-	5.5	 5	 6	
5.5	-	6.5	 6	 8	
6.5	-	7.5	 7	 1	
7.	5-	8.5	 8	 0	
8.5	-	9	 9	 0	

distribuzione	delle	20	
	medie	campionarie	
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0	 7	
1	 13	
2	 10	
3	 6	
4	 8	
5	 11	
6	 8	
7	 14	
8	 17	
9	 6	

DISTRIBUZIONE	DELLA	POPOLAZIONE	
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0	-	0.5	 0	 0	
0.5	-	1.5	 1	 0	
1.5	-	2.5	 2	 0	
2.5	-	3.5	 3	 2	
3.5	-	4.5	 4	 3	
4.5	-	5.5	 5	 6	
5.5	-	6.5	 6	 8	
6.5	-	7.5	 7	 1	
7.	5-	8.5	 8	 0	
8.5	-	9	 9	 0	

distribuzione	delle	20	
	medie	campionarie	

distribuzione	della	
popolazione	
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DISTRIBUZIONE	DELLE	MEDIE	CAMPIONARIE	
20	campioni	4	da,/campione		

POPOLAZIONE	
Media		(μp)	 4.7	

d.s.			(σp)	 2.9	

MEDIE	CAMPIONARIE	

Media		(μc)	 5.1	

d.s.				(σc)	 1.1	

		μp		μp	-	σp	 	μp	+	σp	

		μc		μc-	σc	 	μc+	σc	

Relazioni	tra	medie	e	d.s.	
μc	/	μp	 5.1	/4.7	 1.08	

σp	/	σc	 2.9/1.1	 2.6	

Importante	notare	che	la	media	della	popolazione	μp	cade	dentro	l’intervallo		μc	±	σc	;	questo	sta	ad	indicare	
che	la	media	campionaria	è	una	buona	s,ma	della	media	della	popolazione.		
Meno	accurata	è	la	s,ma	della	d.s.	della	popolazione,	possiamo	solamente	dire	che	è	più	del	doppio	della	d.s.	
campoinaria	
	

CONFRONTO	



DISTRIBUZIONI	CAMPIONARIE	

Abbiamo	descriSo	il	comportamento	sta,s,co	dei	campioni	di	da,	raccol,	da	una	
popolazione	originata	da	un	variabile	aleatoria	con	probabilità	piaSa	pi	=	0.1	

Ora	ci	chiediamo	cosa	succede	alla	media	campionaria	quando	il	parametro	
analizzato	proviene	da	una	distribuzione	NORMALE	ovvero	GAUSSIANA	
Per	questo	esempio	u,lizzeremo	la	funzione	normale	normalizzata	ovvero	la	
Gaussiana	con:	
																																				media	=	0			e	deviazione	standard	=	1	
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Variabile	staIsIca	

		μp	-	σp	 +	σp	 +	2	σp	-	2	σp	-	3	σp	 +	3	σp	

Come	facciamo	a	produrre	una	distribuzione	di	probabilità	con	queste	caraSeris,che?		
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Esempio	di	popolazione	di	40	bile	con	
distribuzione	NORMALE	STANDARD	
							μ=	0																σ	=	1	

1 Introduzione: Gauss

Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 1777- Gottinga, 1855) è stato un ma-
tematico, fisico e astronomo tedesco. Le sue eccellenti doti si rivelarono sin
dall’infanzia; si racconta che un giorno, durante le scuole elementari, l’inse-
gnante di matematica, infastidito dalla disattenzione degli alunni, assegnò
loro per punizione il seguente esercizio

“calcolare la somma dei primi 100 numeri : 1 + 2 + 3 + . . . + 100”.

Gauss, dopo pochi secondi, rispose “5050”, lasciando il maestro senza parole.
Probabilmente, egli aveva intuito e applicato la formula

1 + 2 + 3 + . . . + n =
n(n + 1)

2
.

Nella sua tesi (1799), Gauss dimostrò il teorema fondamentale dell’algebra.
Inoltre, a lui si deve l’invenzione del metodo dei minimi quadrati, procedura
ancora oggi utilizzata in tutte le scienze per minimizzare gli errori di misu-
razione. Attraverso questo metodo, Gauss riusc̀ı a calcolare il punto esatto
in cui sarebbe riapparso l’asteroide Cerere dopo essere scomparso dietro la
Luna. Tuttavia, il lavoro più importante in questa direzione fu la scoperta
della variabile casuale normale, detta anche gaussiana. La curva è generata
dalla funzione

f(x) =
1

�

p
2⇡

e

� (x�µ)2

2�

2
, (1)

la quale descrive il comportamento e l’entità degli errori di misurazione. È
noto che Gauss non amava l’insegnamento; nonostante ciò, molti dei suoi
studenti divennero importanti matematici (Riemann fu uno di loro).

Figura 1: Dal 1989 al 2001, il ritratto di Gauss e una distribuzione normale
di curve apparvero sulla banconota da dieci marchi tedeschi (immagine da
Wikipedia).

1
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Esempio	di	popolazione	di	42	bile	con	
distribuzione	NORMALE	STANDARD	
							μ=	0																σ	=	1	

1 Introduzione: Gauss

Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 1777- Gottinga, 1855) è stato un ma-
tematico, fisico e astronomo tedesco. Le sue eccellenti doti si rivelarono sin
dall’infanzia; si racconta che un giorno, durante le scuole elementari, l’inse-
gnante di matematica, infastidito dalla disattenzione degli alunni, assegnò
loro per punizione il seguente esercizio

“calcolare la somma dei primi 100 numeri : 1 + 2 + 3 + . . . + 100”.

Gauss, dopo pochi secondi, rispose “5050”, lasciando il maestro senza parole.
Probabilmente, egli aveva intuito e applicato la formula

1 + 2 + 3 + . . . + n =
n(n + 1)

2
.

Nella sua tesi (1799), Gauss dimostrò il teorema fondamentale dell’algebra.
Inoltre, a lui si deve l’invenzione del metodo dei minimi quadrati, procedura
ancora oggi utilizzata in tutte le scienze per minimizzare gli errori di misu-
razione. Attraverso questo metodo, Gauss riusc̀ı a calcolare il punto esatto
in cui sarebbe riapparso l’asteroide Cerere dopo essere scomparso dietro la
Luna. Tuttavia, il lavoro più importante in questa direzione fu la scoperta
della variabile casuale normale, detta anche gaussiana. La curva è generata
dalla funzione

f(x) =
1

�

p
2⇡

e

� (x�µ)2

2�

2
, (1)

la quale descrive il comportamento e l’entità degli errori di misurazione. È
noto che Gauss non amava l’insegnamento; nonostante ciò, molti dei suoi
studenti divennero importanti matematici (Riemann fu uno di loro).

Figura 1: Dal 1989 al 2001, il ritratto di Gauss e una distribuzione normale
di curve apparvero sulla banconota da dieci marchi tedeschi (immagine da
Wikipedia).

1



0	

10	

20	

30	

40	

50	

60	

70	

80	

90	
-3
.1
	

-2
.9
	

-2
.7
	

-2
.5
	

-2
.3
	

-2
.1
	

-1
.9
	

-1
.7
	

-1
.5
	

-1
.3
	

-1
.1
	

-0
.9
	

-0
.7
	

-0
.5
	

-0
.3
	

-0
.1
	

0.
1	

0.
3	

0.
5	

0.
7	

0.
9	

1.
1	

1.
3	

1.
5	

1.
7	

1.
9	

2.
1	

2.
3	

2.
5	

2.
7	

2.
9	

3.
1	

FR
EQ

U
EN

ZA
	o
vv
er
o	
N
°	B

IL
IE
	

NUMERO	sulla	BILIA	

Ora	la	nostra	urna	conterrà	1000	palline	con	la	distribuzione	sopra	riportata	e	ogni	
numero	avrà	una	propria	probabilità	di	essere	estraSo	ad	esempio	la	probabilità	di	
estrarre	la	bilia	con	il	numero	-	0,5	ovvero	p0.5	=	70/1000	=	0.07		-->		7%		
Poiché	la	distribuzione	è	simmetrica	anche	la	bilia	col	numero	0.5	avrà	la	stessa	
probabilità	di	essere	estraSa	e	così	via	

1000	bilie	

La	popolazione	dalla	quale	estrarremo	i	campioni	sarà	cos,tuita	da	1000	bilie	
su	cui	sono	riporta,	i	numeri	tra	–	3.1	a	3.1	con	un	differenza	(ampiezza	di	classe)	di	0.2	

DISTRIBUZIONE	DI	FREQUENZA	DELLA	POPOLAZIONE	
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NUMERO	sulla	BILIA	

1000	bilie	

DISTRIBUZIONE	DI	FREQUENZA	DELLA	POPOLAZIONE	

Faremo	4	campionamen,	:	
1)	500	estrazioni	di	una	bilia																						 	(campione	a	1	elemento)	
2)	500	estrazioni	di	gruppi	da	4	bilie										 	(campione	a	4	elemen,)	
3)	500	estrazioni	di	gruppi	da	9	bilie										 	(campione	a	9	elemen,)	
4)	500	estrazioni	di	gruppi	da	16	bilie								 	(campione	a	16	elemen,)	
	

DISTRIBUZIONI	CAMPIONARIE	
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NUMERO	

500	osservazioni	da	una		
Normale	standard	

500	medie	di	4	osservazioni		
da	una	Normale	standard	

500	medie	di	9	osservazioni		
da	una	Normale	standard	

500	medie	di	16	osservazioni		
da	una	Normale	standard	

Media	=	-0.01	,										dev.	std.		=	1.04		(	≈σp	)	 Media	=	0.0	,												dev.	std.		=	0.48		(	≈	½	σp	)	
	

Media	=	0.0	,										dev.	std.		=	0.35		(	≈	1/3	σp	)	
	

Media	=	0.0	,												dev.	std.		=	0.26		(	≈	1/4	σp	)	
	



All’aumentare	del	numero	di	osservazioni	del	campione	la	media	campionaria	
Corrisponde	alla	media	della	popolazione	mente	la	varianza	invece	diminuisce	
di	un	faSore	pari	all’inverso	al	numero	delle	osservazioni	del	campione	
	

																													MEDIA 	 	 	µc		=			µp		
	
   																				VARIANZA              σc

2	=	σp
2/	Nc			

	
				DEVIAZIONE	STANDARD															σc	=	σp/			Nc			

	

n.osservazioni	 media	 dev.std	(σc)	 σp	= σc		x				Nc

1	 -0.01	 1.04	 1.04	x	1	=	1.04	

4	 0.0	 0.48	 0.48	x	2	=	0.96	

9	 0.0	 0.35	 0.35	x	3	=	1.05	

19	 0.0	 0.26	 0.24	x	4	=	0.98	

popolazione	 0	 1	

Abbiamo	effeSuato	una	buona	s,ma	della	media	e	della	dev.	std.	della	popolazione	
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Popolazione	
Media	=	32.8	cm3/s	
Dev.	Std.	=	8.6	cm3/s	

9	osservazioni	
Media		Campionaria=	32.8	cm3/s	
Dev.	Std.	=	2.86		cm3/s	

36	osservazioni	
Media		Campionaria=	32.8	cm3/s	
Dev.	Std.	=	1.43		cm3/s	
	

4	osservazioni	
Media		Campionaria=	32.8	cm3/s	
Dev.	Std.	=	4.3		cm3/s	

Andamento	delle		distribuzioni	delle	medie	campionarie	all’aumentare		
del	numero	delle	osservazioni	nel	campionamento	



MEDIA	la	Varianza	e	la	Deviazione	Standard											ERRORE	STANDARD	
VOLUME	RESPIRATORIO	FORZATO	(litri)	

	n	 1	 2	 3	 4	 5	 6	
1	 4.44	 3.70	 3.54	 4.50	 4.30	 4.08	
2	 3.19	 4.47	 3.57	 3.60	 3.70	 3.90	
3	 4.14	 3.69	 4.50	 4.05	 3.96	 3.75	
4	 3.42	 4.80	 3.54	 3.04	 3.30	 3.60	
5	 4.10	 4.32	 4.78	 5.43	 5.20	 4.16	
6	 3.10	 3.20	 3.39	 4.56	 3.48	 4.80	
7	 4.20	 3.78	 3.10	 4.47	 2.85	 4.47	
8	 4.71	 3.19	 5.00	 2.85	 5.10	 		
9	 4.90	 4.30	 5.10	 4.70	 4.68	 		
10	 3.83	 5.30	 3.54	 4.20	 2.98	 		 0.00	
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distribuzione	degli	scar,		si	

   + 0,68 L	

    - 0,68 L	

	MEDIA		

	MEDIA		=				4.06 L 

Deviazione	Standard	 ( N – 1)    =  ± 0,68  L	

N=57 

Errore	Standard						εs	=			σX /				N       =  0,68/   57    =   0,68 / 7,55  = ± 0,09 L      	

Il	95%	dei	campioni	con	nc=	57	avrà	la	media	compresa	tra			4.06 L ± 1,96 x  0,09 L      
[   μ	±	1.96	εs			]		intervallo	di	confidenza	al	95%	



	

																													MEDIA 	 	 													µc		=			µp		
	
   																				VARIANZA                            σc

2	=	σp
2/	Nc			

	
				DEVIAZIONE	STANDARD															σc	=	σp/			Nc			
	

	

							ERRORE	STANDARD																								εs=	σp/			Nc			
	

						SULLA	MEDIA	

Media	dei	campioni				µc		Media	della	popolazione				µp		

Varianza	della	popolazione				σp
2		 Varianza	campionaria						σc

2				

Deviazione	standard	della	popolazione			σp		 Deviazione	standard	campionaria		σc		

   Numero	di	osservazioni	del	campione				Nc			

FORMULARIO	
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Z

p	

68.27%	

95.45%	

99.73%	

99.99%	

15.87/102	15.87%	

2.275/102	2.275%	

1.35/103	0.135%	

3.1/105		0.0003%	

<2.8/107	

Gaussiana	con	media	nulla		e	deviazione	standard	unitaria	
Intervallo	di	confidenza			xx%				

µ  =	0	
σ   =	1
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38.4	cm3/s	
32.8	+	1.96	x	2.86	

μ	+	1.96	εs	

27.2	cm3/s	
32.8	-	1.96	x	2.86	
μ	–	1.96	εs	

Popolazione	
Media	=	32.8	cm3/s	
Dev.	Std.	=	8.6	cm3/s	
Err.	St.	=	8.6	/3=	2.86	cm3/s	
		

9	osservazioni	
Media		Campionaria=	32.8	cm3/s	
Dev.	Std.	=	2.86		cm3/s	

Andamento	delle		distribuzioni	delle	medie	campionarie	all’aumentare		
del	numero	delle	osservazioni	nel	campionamento	

INTERVALLO	DI	CONFIDENZA	

95%	
delle	medie	da		
9	osservazioni	

DSc	 DSc	

DSp	 DSp	
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Lunghezza		(cm)		

Andamento	delle		distribuzioni	delle	medie	campionarie	all’aumentare		
del	numero	delle	osservazioni	nel	campionamento	

popolazione	 4	osservazioni	

9	osservazioni	

16	osservazioni	
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Ques,	20	campioni	casuali	provengono	dalla	stessa	popolazione	Gaussiana		standard	(media	mp=	0	e	
deviazione	standard	dsp	=	1)		
I	campioni	non	hanno	tuP	la	stessa	media	mc		ma	le	mediedie	oscillano	aSorno	alla	media	della	
popolazione		
Hanno	tuP	una	dsc	=	0.1		(	1/√100	=	1/10)	
Valore	che	corrisponde	all’errore	standard	sulla	media		
L’intervallo	di	confidenza	al	95	%	di	ogni	campione	ha	come	limi,	(mc	-	0.196;	mc		+0.196)	ques,	
oscilleranno	insieme	alla	media	di	ogni	campione		come	mostrato	nel	grafico	soSostante	
Possiamo	osservare	che	la	media	della	popolazione	mp	=	0	è	compresa	dentro	l’intervallo	di	
confidenza	di	19	campioni	su	20,	solamente	l’intervallo	di	confidenza	del	campione	n.	10	non	con,ene	
la	media	della	popolazione.		1/20	=	0.5		(5%)	


