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1 AMPLIAMENTO DELLO SPAZIO DELLE CONFIGURAZIONI

1.1 Fibratotangente allo spazio delle configurazioni

Prima ancora di sviluppare il formalismo conseguente a principio di Hamilton, la meccanica di La
grange presenta gia risultati che la distinguono dalla meccanica newtoniana. In particolare, ci riferiamo
a procedimento sistematico di riduzione del numero delle variabili che descrivono il moto del sistema
e del numero delle equazioni differenziali del moto mediante i vincoli olonomi, o, meglio, mediante le
equazioni cheli rappresentano. Per otteneretalerisultato si devono esplicitare, mediante e equazioni dei
vincoli, le 3N variabili cartesiane in funzione delle n (numero dei gradi di libertd) variabili lagrangiane.
Dal punto di vista geometrico cio equivae aridurre lo spazio 3N -dimensionale delle coordinate di lab-
oratorio a un sottospazio n-dimensionale le cui coordinate sono le variabili lagrangiane ¢1, qz, - - -, qn:
lo spazio delle configurazioni Q, su cui il punto rappresentativo P = P(q (%), ..., qn(t)) descrive una
curva parametrizzata dal tempo che, istante per istante, specificale configurazioni del sistema.

Q € uno spazio curvo, le sue coordinate sono curvilinee: quali proprieta di uno spazio euclideo
Sono conservate, quali perdute? E possibile, con le nuove coordinate, utilizzare il calcolo differenzide e
integrale, peraltro indispensabile nel problemi della meccanica?

Lariduzione delle variabili operata mediante la trasformazione  (x1,...,2n) — (g1 ..., Gn)
portaaspazi che definiamo sottovarieta dello spazio euclideo di cui consideriamo un elementare esem-
pio: quello di un punto vincolato a muoversi sulla superficie di una sfera. Le coordinate curvilinee pili
idonee sono quelle sferiche, la cui relazione con le coordinate cartesiane € data da:

x = pcosfsin@; y = psinfsin ¢; Z = pcos .
Inoltre, scegliamo per il punto libero le coordinate lagrangiane
Q1:97 QQ:¢7 g3 =p—a,

dove a &il raggio dellasfera S22 4+ 22— a2 =0

lo spazio delle configurazioni del sistema vincolato € allora determinato dall’ annullarsi della coordinata
sovrabbondante. Senzaentrarein ulteriori dettagli, questa possibilitadi scegliere le coordinate generaliz-
zate in modo che r (= n° vincoli olonomi) di esse s annullino & cid che caratterizza QQ come sottovarieta
di R3V: dunque, per fissare le idee, Q & una superficie regolare in R come la sfera & una superficie
regolarein R3. 1l termine regolare s riferisce al fatto che le funzioni che permettono di esprimere 3N
coordinate mediante n coordinate generalizzate si suppongono essere differenziabili.

Usiamo il termine sottovarieta e non quello di sottospazio in quanto con questo tipo di riduzione da
R3N asuoi sottoinsiemi di punti si perdono alcune caratteristiche degli spazi euclidei. Infatti, lo spazio
delle configurazioni & oralasfera S2; lametrica che & definita su tale spazio & data da

ds* = a®dh* + a® sin® 0d?

enondads® = d§? + d¢?, comeinvece & per lo spazio euclideo R2,

Ma prima ancora che le proprieta metriche che, per ora, esulano dai nostri scopi, si devono con-
frontare le proprieta topologiche e richiedere per il nostro spazio requisiti minimali che ci permettano di
formulare e trattare i problemi meccanici. Dobbiamo almeno individuare i punti di Q con un sistema di
coordinate di R™ e, inoltre, definire un calcolo differenziale che, se esplicitato in termini delle coordinate
di R™, siariconducibile al’ ordinario calcolo definito su quest’ ultimo spazio (studiando I’ evoluzione del
punto rappresentativo dobbiamo, p. es., scrivere su Q delle equazioni differenziali, oppure valutare delle
variazioni ecc.). Se cio e possibile diremo che Q € una varieta differenziabile.




Primadi passare a una definizione rigorosa di varieta differenziabile, precisiamo meglio quali prob-
lemi si incontrano se si vuole coordinatizzare uno spazio come Q e, per esemplificare, restiamo sull’ e-
sempio di S2. Immaginiamo, per rifarci a un terreno meno astratto, di ripercorrere quella costruzione
geograficaimparata a scuola, che associava a ogni punto dellaterra una coppiadi numeri: lalatitudine e
lalongitudine.

Quando si tracciano meridiani e paraleli sulla sfera s individua ciascun punto su di essa mediante
i corrispondenti valori di 6 e ¢: sembrerebbe possibile, a prima vista, associare biunivocamente tutti i
punti di S? con un aperto di R2. Ci sono invece alcuni punti che danno luogo a situazioni patologiche:

0:0¢:O ¢:7T @:27{
‘ / (a) il polo Nord corrisponde

/4

— inR? atuttalarettad = 0 (e
il polo Sud aquella g = ).
(b) i punti sul meridiano in
figura corrispondono sia a
= ¢ =0 chea¢ = 2.

]RZ

Dobbiamo dunque restringere lamappa al rettangolo aperto 0e(0,m) ¢e€(0,2m),

al fine di ottenere un’ applicazione biunivoca tra punti della sfera e un aperto di R? (quando tale appli-
cazione & un omeomorfismo, lamappa e |’ aperto di R? costituiscono una carta per laregione della sfera
considerata). Osserviamo, pero, chein tal modo non vengono coordinatizzati neéi due poli neil semicer-
chio ¢ = 0. Dovremo percio scegliere (almeno) una seconda carta in modo che tutti i punti del nostro
spazio siano in relazione biunivoca e bicontinua con un sistema di coordinate di R?.

Per semplicita conviene scegliere come carta I’ aperto

semicerchio T 3
=0 0 € (0,2m) ¢€<—,—7r):
2°2
da tale carta restano esclusi i due punti all’ equatore ed
egz%%o il semicerchio cheli congiunge evidenziati in figura.

Riassumendo: & necessario che esista un sistema di carte (un atlante) in modo che ogni punto di Q
siaindividuato da almeno un sistema di coordinate e nel modo visto nell’ esempio; manon basta: ¢i deve
essere una compatibilitatrale carte:

i mappings

. fogtigUNV) = fUNV)

(che forniscono una trasformazione di
coordinate per i punti di U N V) de
vono essere del diffeomorfismi. In tal
modo nel passaggio da una carta al-
I'altra s mantengono le stesse proprieta
differenziali.




Unasottovarietadi uno spazio euclideo €, dungue, un sottospazio localmente euclideo; col termine di
varieta differenziabil e intenderemo una generalizzazione, un’ astrazione di tale concetto; una sottovarieta
di uno spazio euclideo & sempre una varieta differenziabile.

La compatibilita delle carte caratterizza |’ intero spazio Q; essa stabilisce una transizione tra le de-
scrizioni matematiche che vari osservatori (ciascuno con la propria carta) danno di un fenomeno fisico
che avviene in una data configurazione. | requisiti minimi che chiediamo affinché, per tutti, la fisica sia
la stessa sono, per prima cosa, che tutte |le carte abbiano valori in spazi euclidei di uguale dimensione
(la biunivocita garantisce che il numero di gradi di liberta sia lo stesso per tutti gli osservatori) e che
le proprieta differenziali attribuite a sistema fisico in ogni posizione siano le stesse (differenziabilita
della funzione di transizione). Questi requisiti sono fondamentali per mostrare che proprieta o entita
matematiche (funzioni, tensori, equazioni, etc) non dipendono dalle carte, hanno cioé validita generale
(intrinseca): un buon esempio per tale concetto, lo abbiamo giaincontrato discutendo la covarianza delle
equazioni di Lagrange; in tale ambito la varieta € costituita non solo da @, ma (come vedremo poco pil
avanti) anche dagli spazi tangenti in ogni suo punto. Richiedendo che le trasformazioni di punto siano
dei diffeomorfismi, si garantisce che

e leequazioni differenziali del moto mantengono laloro formain ogni carta;

e lafunzione di Lagrange assume gli stessi valori, indipendentemente dalla carta.

Dunque, le equazioni di Eulero-Lagrange e la funzione di Lagrange sono definite sulla varieta, non de-
vono laloro definizione a una particolare scelta di coordinate.

In conclusione, e con rigore soddisfacente, diremo che
Q eunavarietadifferenziabile se:

(i) @uno spazio di Hausdorff; 1
(ii) epossibiledefinire un atlante costituito da carte compatibili.

Anche sein possesso di tali caratteristiche, 10 spazio delle configurazioni risultain reatainadeguato
arappresentare il moto di un sistemalagrangiano; come vedremo, diverra opportuno ampliare tale spazio
ad una varieta differenziabile di dimensione doppia.

Supponiamo che lafunzione di Lagrange del sistema siaregolare, cioe che siainvertibile la matrice
(W) = < 0 ) ovvero che

’ 04i0qr )’
det W # 0. (1.2

In tal caso le equazioni di Lagrange danno luogo ad un sistema di equazioni differenziali del secondo
ordine (di rango 2n) in formanormale 2:

k=T, n. (1.2)

02 _PL  PZ
o -1 - - lj
G = (Wik) < dq;  0t0g;  0¢;0q; qj>

Tale sistema ha 2n costanti di integrazione e le soluzioni dipenderanno dalle condizioni iniziali

Gio = qi (t0>

Qio = Qz (to)

1Questa & una proprieta comune aR™: presi due punti qualsiasi di Q, hanno sempre intorni con intersezione nulla.
2n tutte le formule di queste note si sottintende la convenzione di Einstein sugli indici ripetuti.



Nello spazio delle configurazioni possiamo rapp-

resentare solo la configurazione iniziale e cosi il

punto rappresentativo pud avere una velocita in-

iziale arbitraria; una curva nello spazio delle con-

b figurazioni rappresenta I’ orbita e non fornisce alcu-

Q na informazione sulla velocita di transito del punto
rappresentativo attraverso ciascun suo punto.

Affinché una curva rappresenti la traiettoria del sistema dobbiamo associare ad ogni punto dello
spazio delle configurazioni lo spazio tangente in quel punto. Tale spazio ha dimensione n e, scelta
una base su di esso, possiamo esprimere mediante le sue coordinate ¢4, - - - , ¢, e componenti del vet-
tore velocita in quel punto. Nel linguaggio della geometria differenziale o spazio tangente nel punto
P(q1,- - ,qn) €detto fibranel punto P. Ad ogni punto dello spazio delle configurazioni Q & associata
unafibraTpQ. L unione di tutte le fibre passanti per tutti i punti di Q

U 7r@ =10

PeQ
e detta fibrato tangente allo spazio delle configurazioni ed ogni punto ha coordinate locali  ¢1,- - - , gn,
g1, -, qn. Specificare lacurvadescrittadal punto rappresentativo in questo spazio, significa specificare

la traiettoria del sistema (ciog, istante per istante, sia la configurazione del sistema che la velocita del
punto rappresentativo).

TQ

(¢,4)

Si noti chei vettori tangenti non appartengono allo spazio delle configurazioni. Questa € un ulteriore
elemento di diversita tra uno spazio euclideo e una varieta differenziabile: nel moto di due particelle
in R3 la differenza delle due velocita vo — v ha un preciso significato fisico, & la velocita relativa; il
confronto avviene trasportando i vettori fino a fare coincidere i punti di applicazione. Se due punti s
MuOvoNo SuU una sfera, viceversa, i rispettivi vettori velocita appartengono a due spazi tangenti distinti
e non correlati; la differenzatrai vettori velocita non giace in nessuno dei due spazi tangenti, né ha un
gualche significato fisico descrivibile sulla sfera.

1.2 Lifting delladinamica a spazi di supporto.

L’ effetto dello sdoppiamento delle variabili visto sopra, oltre arendere non ambigua la rappresentazione
del moto, consiste anche nel trasformareil sistemadi » equazioni del secondo ordinein uno (dello stesso
rango, ovviamente) di 2n equazioni differenziali del primo ordine.



Infatti, indicando con u; le coordinate delle fibre, abbiamo ora le seguenti 2n equazioni del primo
ordine in formanormale nelle 2n variabili (g;, u;):

% dui

dt = Uj dt (13)

0¥ L . 0*Z >

= Wi_1< - = = =
W)™\ Gar ~ 9ar00, % ~ 20t

Ci0 dovrebbe chiarire il nuovo ruolo di variabile indipendente della ¢: anche se larelazione ¢ = dq

induce a pensare ad una sortadi dipendenzadalle ¢, giovaricordare che non € notaapriori laleggefinita
del moto

q; = Qi(%a%,t) 1= 17”7

(e se poi il sistema non & integrabile, non riusciremo in acun modo a pervenire a tale legge). In ogni
caso la derivatatemporale delle ¢ non € una funzione notaapriori.

E importante poi sottolineare che il procedimento usato per sdoppiare le equazioni del |1 ordine non
€ univoco. Come & noto dalla teoria delle equazioni differenziali, ad ogni sistema normale di rango 2n
in n funzioni incognite

JJZ:FZ(x,JJ,t) z:l,—n

si puo sostituire in infiniti modi un sistema equivalente, dello stesso rango, costituito da 2n equazioni
del | ordine in forma normale: basta assumere, per es., come nuove incognite, accanto alle vecchie n
funzioni incognite, le loro n derivate prime:

Ty =Y

~
I

l—‘
S

yi = Fl($7 Y, t)

Ma, pit in generale, s possono introdurre n. nuove arbitrarie funzioni indipendenti delle vecchie
variabili e delle loro derivate prime:

':'Ui = ¢z(x7 Zat)

~
I

\'I—‘
3

'éi = wz(l‘v Z,t)

Ciascuno di questi procedimenti di ampliamento dello spazio rappresentativo e di scelta delle nuove
n variabili aggiuntive dovra comunque mantenere la soluzione

x; = xi(xo, 1) 1=1,n,

vale adire che tutte le curve descritte dai punti rappresentativi nella loro evoluzione sui rispettivi spazi

di supporto si dovranno proiettare sulla medesima orbita nello spazio delle configurazioni. Tutte i pro-

cedimenti di ampliamento che soddisfano tale proprieta costituiscono un lifting a relativo spazio di

supporto.

Esempio 1.1: s studino due diversi lifting per I’ oscillatore armonico unidimensionale # = —w?x.
L=y

o ) . X
Il lifting a fibrato tangente e { g= —wla.

Introduciamo d' altro canto la variabile z = sinh % : abbiamo alora che

% = cosh i@ = —w?z V1 +sinh? &,

z = arcsinhz

da cui
{ = —wirV1+ 22
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Inoltre, lasoluzione z = ——2 cos(wt + o) soddisfaentrambi i sistemi.
COS ¢

Esempio 1.2: punti di equilibrio in un sistema scleronomo.
Quando si studiano le piccole oscillazioni attorno a una configurazione di equilibrio, si suppone che
i vincoli siano fissi. Conseguentemente, |’ energia cinetica € una forma quadratica omogenea delle ¢:

1 ..
Z = 5Wik(@)djdr — V(a)-

Le equazioni di Lagrange sono, per la(1.3),

dqi dui —1 <8$ 823 . )
ik U = (Wi = _ 2= g
(Wii) dqr,  04r0q; K

ar dt

Un punto di equilibrio (o punto fisso) rappresenta, per un sistemadi equazioni differenziali del primo
ordine, una particolare condizione iniziale. Se infatti al’istante iniziale un sistema & descritto dalle
coordinate di tale punto, vi permarrain ogni istante successivo. Nel caso delle equazioni di Lagrange, la
condizione di equilibrio & soddisfatta da quei punti del fibrato tangente nei quali le velocita ¢; e ; sono
tutte nulle. Conseguentemente, devono essere soddisfatte le n equazioni

du;
dt

LoV
0qx.

= (Wki)
ottenute dall’ annullamento delle ¢;. Questa condizione mostra che una configurazione

(qot1,---,qon)

edi equilibrio se e solo se
ov

a,

Queste equazioni, d’ altra parte, sono n equazioni in n incognite e determinano la configurazione d' equi-
librio. Naturalmente la stabilita dell’ equilibrio richiede ulteriori condizioni su V.

=0, k=1,n.

9k =40k



2 RIDUZIONE DI SISTEMI LAGRANGIANI.

Lo studio del teorema di Noether ci ha permesso di esprimere leggi di conservazione ogniqualvolta la
funzione di Lagrange presenta proprieta di smmetria. Vediamo ora, almeno nei casi piu semplici, come
utilizzare tale informazione per affrontare il problema dell’ integrazione delle equazioni differenziali del
moto.

Supponiamo che le equazioni del moto siano gia scritte nellaforma

22‘ = K/JZ‘(Z, t) (Z = 1, 271), (21)

e cheesistano r < 2n funzioni
fi = fi(z,1) (j=1,r7) (22

che, durante il moto del punto rappresentativo, rimangono costanti. Cio significache, se

zi = ¢i(an, -+, azn,t) (i =1,2n)
rappresenta la soluzione del moto, gli integrali primi della (2.1) soddisfano
fi(,t) = B;.
Gli integrali primi sono dunque funzioni che non dipendono implicitamente dal tempo:

df;
dt

Se le (2.2) sono tra loro indipendenti ed invertibili, si possono esprimere r incognite z mediante le
rimanenti (2n — r) eil tempo ¢:

=0.

Zj:¢j(27‘+17"' 3Z2n767t) (]:W)
Se poi vi sono 2n integrali primi, alorasi possono ricavare 2n relazioni
Z; = Zi(ﬂ,t) (Z = 1,277,),

che, d' altra parte, forniscono la soluzione del moto.
Gli integrali primi del moto sono la soluzione dell’ equazione differenziale alle derivate parziali

dtiazizZ ot

0

che, come mostreremo, ha 2n soluzioni indipendenti. Laricercadi costanti del moto e alorain tal senso
unavia alternativa per |’ integrazione delle equazioni differenziali.

Dal punto di vista geometrico, ciascuna eguazione f; = «; definisce una (iper-)superficiea (2n — 1)
dimensioni el’intersezione di 2n ipersuperfici coincide proprio con la curva oraria che soddisfala (2.1).

Esempio 2.1: S cerchino gli integrali primi del moto per un oscillatore armonico.
Essendo § = —¢ I'equazione del moto di un oscillatore armonico, cercheremo le soluzioni dell’ e-

guazione:
dr_of  of, of
dt — ot gl 9q"
Due soluzioni indipendenti sono

=0.

. q
h=d+¢ e fQ:t—artan&;



invertendo tali relazioni, si ottiene I'integrale generale della (2.1)
q =/ fisin(t — f2).
O

Esempio 2.2; Il moto di un proiettile.
In questo caso le soluzioni del moto si ottengono integrando senza difficolta le equazioni & = 0 e

y=—g:

r = ot + x (2.39)
. 1
Yy = Yot — 59752 + Yo- (2.30)

Consideriamo oralafunzione f = y + 2% — = e valutiamo la sua dipendenza temporale sulle curve
del moto (2.3): in generale laformafunzionaledi f cambiera dando luogo allafunzione

g= f(x(t7X0>XO>a y(t7XO>XO)7t) = (xg - g) t2 + (yo + 2-:L‘O'ilo - l'o)t + Yo — To + $g

Si noti chelafunzione g deve dipendere daameno unacondizioneiniziae: secid non avvenisse, avrem-
mo che g = ¢(¢) lungo tutte le soluzioni del moto: dunque, indipendentemente dalle condizioni iniziali,
avremmo che
y+a? —x=g(t);

ma questo sarebbe un vincolo (olonomo), risultato non ammissibile in quanto il nostro sistema ha due
gradi di liberta. ©

Questo esempio e generalizzabile: ogni funzione f(z, ¢) (non banale, come f = f(t)), valutatalungo
le (2.1), deve dipendere esplicitamente dalle costanti di integrazione:

g
aai
In caso contrario, si ha un vincolo (olonomo o non olonomo) privo di giustificazione. Premesse queste
considerazioni, possiamo mostrare il seguente, fondamentale,

fz(t,a),t) = g(t,a) = # 0 per dmeno unadelle a;;

Teorema: un sistema meccanico con n gradi di liberta ammette esattamente 2n costanti del moto.

Dimostrazione: per ogni funzione f(z,t), per quanto detto sopra,

dg Of 0z; .
80[1' 82] 80&1 (Z Y n)? ( )
la (2.4), d'dtra parte, costituisce un sistema lineare non omogeneo nelle 2n incognite g—f Il sistema
bl * A %

ammette un’ unica soluzione se lamatrice dei coefficienti € non singolare:

det <SZJ> £ 0.

&%}

Quest’ ultima condizione &, d’ altra parte, la condizione sullo jacobiano di una trasformazione
Zi —r Q4
affinché essa siainvertibile e porti a2n funzioni indipendenti. Allora, potremo esprimere 2n funzioni
a; = a;(z,t)

che, essendo le « costanti, sono costanti del moto indipendenti.
Si noti che il teorema garantisce solo che esiste una trasformazione per esprimere le costanti di
integrazione in termini delle coordinate, ma non fornisce un criterio per costruirla.

8



2.1 Riduzionedel problema dinamicoin presenza di variabili cicliche

La conoscenza di integrali del moto diviene ancora piu importante se il moto in questione € lagrangiano.
Per dare prova di questa affermazione consideriamo una particolare classe di costanti del moto, quelle
coniugate a variabili cicliche (o ignorabili): supponiamo infatti che un sistema sia descritto da una
lagrangiana che non dipende esplicitamente dalle prime r coordinate:

0L
—— =0
Oqx,
dove useremo I'indice k per I'intervallo (1,7); j invecevarierain (r + 1,n) e, infine, i in (1, n).
Dalle equazioni di Lagrange abbiamo che
d(oZN _ _ 0L _
dt \ o ) ~ og "
da queste ultime r costanti del moto si possono esprimere r velocita generalizzate ¢, in termini delle
atre2(n — r) variabili residue.
Introduciamo adesso |a cosiddetta funzione di Routh

. de . 0L
R(q;, 45, o) ZfX*qka—., (2.5)
dk
lacui primavariazione & data da:
OR OR OR 0L 0L 0L 0L
OR=—08q; + —0q¢; + —dap = —0q¢; + =—0¢; + —0qrx — —— Gk — qro.

Da questo calcolo deduciamo che

0L _OR 0L OR . __OR
dq;  0q; 04, 0 *T T day

Conseguentemente si possono riscrivere le equazioni del moto:

402 0% .  dOR _OR _
dt 8q] aq]' N dt Oqj 8%‘ N

che vanno pensate unite a

OR
= | =t
qk Do

Quest’ ultima e integrabile non appenasi sono risolte le precedenti equazioni che forniscono I’ evoluzione
temporale per le g;.

Si osservi che, in definitiva, un sistema di rango 2n € stato ridotto ad uno di rango 2(n — r): ogni
costante del moto riduce di due il rango del problema (o aternativamente di uno il numero dei gradi di
liberta del sistema). Precedentemente avevamo stabilito che ogni costante del moto riduce di uno tale
rango: non c’e contraddizione, e solo che le «;, sono costanti lungo le curve integrali di una meccanica
lagrangiana e, per questa particolarita, valgono il doppio. Anche se non possiamo generdizzare ne,
per ora, formalizzare il problema, sottolineiamo che questo risultato pone ancora una voltain rilievo la
ricchezza del formalismo lagrangiano.

Esempio 2.3: S studi il sistema descritto dalla funzione di Lagrange:

1 1
[ — R R b,c€R).



Seguendo lateoria, la costante coniugata alla variabile ciclicag; €
0L q1

a:—'zi
Of1  a+bg3

invertendo, ¢; = a(a + bg3). Lafunzione di Routh &
o? 1.
R=——-(a+be) + 56 — cq5

che daluogo alle equazioni:
(1'2—1—04 bQQ+QCQ2 =0
= — [ —ala+ bgd)dt

L' integrazione della prima & immediata, poiché essa coincide formalmente con quella di un oscillatore

armonico. Otteniamo dunque:
g2 = Acos(V a2b+ 2ct + ¢);

allaluce di questo risultato |’ equazione per lavariabile ciclicae:

q1 = aat + abA? | cos?(V a2b + 2ct + ¢)dt

che si integra facilmente.

Vedremo adesso come, seguendo un procedimento simile a quello usato, quando sussiste I’ integrale
dell’energia
0%
%04,
(cioe quando il tempo € una variabile ciclica), s pud introdurre una funzione che rappresenta la la-
grangiana per un sissemaan — 1 gradi di liberta. Sottolineiamo che in tal caso, come in quello della
funzione di Routh I'intero formalismo lagrangiano mantiene la sua validita.

— % = cost.

2.2 Riduzione del problema dinamico mediante |’ equazione dell’ energia

Scegliamo come variabile indipendente una coordinata lagrangiana a posto del tempo: per fare cio e
sufficiente considerare la soluzione ¢; = ¢;(t) e invertire una di queste n relazioni; richiediamo inoltre
(per quello che seguird) che la vel ocita generalizzata corrispondente a tale coordinata lagrangiana non si
annulli mai. Per fissare le ideg, invertiamo I’ equazione:

q1 = qi(t).

Conseguentemente,

dgp dgi
dgr dt &
(d'orain poi sara sottointeso chel’indice s variadal an mentre k da2 an).

Introduciamo Q(g¢;, 41, q;,) = -Z (4, ¢;) € deriviamo questa uguaglianzarispetto ale g e g:

qr = q1 (k=2,n)

0. 00 0d, 99 @09 00
- = + ==+ = 2.6
Oq1 dq), 941 I §0q,  Oq (26)
0% 1 90
oz _ 109 27
Gy 41 0qj, @7
0.7 o0

_ 09 2.
dq; 0q; (28)
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Laprimae lasecondadi queste equazioni implicano che

o0 0L  dZ

a. — a A - 2.9
Iq 9q1 ¢ Og @9
Facciamo finalmente |’ipotesi di studiare sistemi per i quali sussistal’integrale dell’ energia:
E:COSL:%%—XZQI%‘FQ'I@%_QS (2.10)
9gi oli} gy,
moltiplicando la (2.9) per ¢; si vede chela(2.10) equivale a
E = q1@ - Q. (2.12)
41

Orausiamo I'integrale dell’ energia per ricavare ¢; in funzione delle variabili ¢; e ¢).. Daquesto punto in
poi, tutte le volte che deriviamo unafunzione che dipende da tutte le 2n variabili (come Q2 oil termine di
destra della (2.11)) dobbiamo tener conto della dipendenza implicita della ¢; dalle altre variabili. Cosl,
derivando primarispetto a ¢; e poi rispetto a g;, entrambi i membri della (2.11) si ottengono, nell’ ordine,
le uguaglianze:

o1 0Q . 9*Q0¢ . 9*Q NI 090
0 = — — = — — 212
94; 00 " 0q 9 " 00,00 ~ 901 00; O (212
0?Q 01 0%Q 00
0 = l—5—+@=———— —. 213
¢z oq; T 9q, 041 9q), (13
Infine, terminiamo questi calcoli preliminari operando analoghe derivazioni sullafunzione
7 = 8—9 (2.19)
dq
Avremo, rispettivamente,
0L 9?Q 0y 0%Q
= >t - 215
dg; 94t 0qi  0qi0q @19
0L 0Q 0y 0%Q
= 5o T —. 2.16
oq, 043 dq;,  0q,.0¢1 (2.16)
Confrontando (2.12) con (2.15) e (2.13) con (2.16), si ha, rispettivamente,
. 0L 0 . 0% 00
"oq g "oq, ~ oq
che, dlaluce delle (2.8) e (2.7) forniscono infine
0L 0L 0Z" 0%
" oq T 0g Odf, — Odr’
. o d (0% 0L
Sostituendo queste ultimein 7 (ﬁ—qk> — 8—% =0
S ottiene d (027N 02 du d (027N |, 02" =0=
dt \ Oq, a dq.  dt dq q;, a oqe
d (0% 0L’
g a7 - = 0 k = 27 ) 2.17
dq <8q§€> dqx, ( ") @1
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con &' =2 q1,qk, q)-

Le (2.17) sono equazioni di Lagrange con lagrangiana .’ per un sistemaa (n — 1) gradi di liberta
e con variabile indipendente ¢;. La soluzione di questo problema & rappresentata da ¢, = qx(q1);
sostituendo quest’ultimain ¢ = ¢1(g;,¢q;,) precedentemente esplicitata tramite £ =cost., s ottiene
anche ¢, = ¢:(t) e cosi la soluzione completa del moto.

Esempio 2.4: un sistema meccanico a due gradi di liberta sia descritto dalla lagrangiana

1 . 1,
$=§ﬂMﬁ+§£—M@%

s provi che ¢’ = \/(QE —2¢)(f + ¢'3) esi scrival’equazione (2.15) per la variabile residua gs.
Il sistema e risolubile per quadrature (la soluzione finale & cioe esprimibile a meno di un’inte-
grazione)?

2.3 Riduzione del problema dei due cor pi
2.3.1 Riduzioneal moto di un corpo.

Il sistema che vogliamo studiare & costituito da due particelle che esercitano I’ unasull’ atra unaforza di-
retta come la congiungente. Unavoltafissato un sistemadi riferimento inerzia e, scegliamo |e opportune
variabili lagrangiane:

‘ dala figura, xo = x + x;, per cui
moXe = MmeX + meoxyp; inoltre, essendo
(m1 +m2)xg = mix1 + maXa, € indicando
conx; = x;—Xc i Vettori spostamento rispet-
to ad un osservatore che trasla con il baricen-
tro, si hainfine che:

(my 4+ mo)xg — (M1 + ma)x1 = mox =

/ m2
X] = ——X.
m1 + mso

Applichiamo orail teoremadi Konig per ricavare |’ energia cinetica:

1 . 1 L7 1 L7 1 . 1 mimsg .
T = E(ml + mQ)X%‘ + §m1X12 + §m2X22 = 5(77’1/1 + m2)X2G + EmXQ

L’ energia potenziae relativa al tipo di forzain esame édellaformal’ = V (||x||), per cui lalagrangiana

e subito trovata: ) .
. mimsa .o
L= 2 -2 2y .
()G 5 R SR V(]

Si noti che le coordinate del baricentro sono cicliche, da cui consegue che si conservala quantitadi moto
totale del sistema (il sistema, d'altra parte, & isolato). Siccome in tal modo il termine %2 & costante,
possiamo ridurci alo studio dellafunzione di Lagrange

M2 4 cosiddetta massa ridotta. (2.18)

1
&L = —mx® - V(||x])), essendo m =
2 my + ma

12



Formalmente la (2.18) € la stessa funzione di Lagrange che descrive un punto materiale di massa m
soggetto aunaforzacentrale. Conviene allora usare coordinate polari e studiare lafunzione di Lagrange®

m

,5,”:2

(0° + p%6%) = V(p) (2.19)

2.3.2 Riduzione alle quadrature mediante le costanti del moto.

Essendo 6 una variabile ciclica per lalagrangiana (2.19), la costante del moto coniugata sara o = mp20
che &proprio il modulo L del momento della quantita di moto. Inversamente, 6 = ——;

mp?’
, . oo R m ., L2
dunque, lafunzione di Routh per il sistema é datada R=—p"— —V(p),
2 2mp?

e daluogo al’ equazione (di Lagrange) del moto:

L2

mp——< + ov =0; (2.20)
mp dp

unavoltaintegrata quest’ ultima, & possibile anche esprimere lalegge temporale per 6 tramite

o9, = L[4
p

Inoltre, I’ energialagrangianarelativaa R

-2 2
mp L

Ep ="
R 2 + 2mp?

+V

e evidentemente costante lungo le soluzioni della (2.20):

dER_m..._ L? .+3_V._0
a P mp3p 6,0p_ '

Dunque, seguendo il procedimento standard per sistemi a un grado di liberta, per i quali sussistal’inte-
graedi Jacobi,

1
dp 2 L2 P 2 L? 2
dt \/m < RV 2mp2> /po g [m ( noV 2mp2)] (220

Il sistema e ridotto alle quadrature; le costanti di integrazione sono E, L, po, 6.

2.3.3 Equazionedifferenziale per I’ orbita.

: L . 1 . dp L Ld
Tenendo contoche # = — eintroducendo = — s hache p= e e N
mp? p df mp? m df
. L? 9 d?u
Pt aer

Confrontando quest’ ultima con la (2.20), e tenendo conto che %—V = —u? g_v si hainfine che:
0 u
de? L2du

3usiamo fino a questo punto sempre lo stesso simbolo %, per riservare poi un simbolo diverso solo alla funzione di Routh.
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la soluzione di quest’ equazione differenziale del second’ ordine, v = wu(6), rappresenta proprio I'e-
2

guazione dell’ orbita. D’ altra parte, tenendo conto della (2.21) e del fatto che dt = %de, non occorre
risolvere direttamente I equazione differenziale; s hainfatti che

P
Ld
0 =0, + / P —. (2.22)
) 2 L
m

Per trovare una primitiva, bisogna esprimere la forma del potenziale. Ci occuperemo qui di potenziali
dipendenti da potenze intere della distanza p:

V = apht, keZ,

che corrispondono ad una classe di forze fisicamente significative. La (2.22) diventain tal caso

1
w 2mE 2 ) T2
9:90+/ du( m ﬂu_k_ltﬂ) © (2.23)

0

Escludiamo £k = —1 che darebbe V' = « e richiediamo che gli integrali appartengano a due classi
standard:

du

Vou? + Bu+~y

[k=-3-21]

1. integrali risolubili mediante funzioni circolari: f Si ricade in questo caso

gquando, evidentemente,

du
au® + fud + yu2 + du + 1

2. integrali €littici: in particolare, del tipo f . Anche qui, con qualche

conto, si arrivaadeterminareil range per k:

|k=-7,-5-4,0,3,5]

Tratutte le possibili scelte di questi esponenti, due sono di rilievo in relazione a teoremadi Bertrand, che
cercale condizioni sotto le quali il moto avvenga su un’ orbita chiusa, e afferma che le sole forze centrali
di interazione tra due particelle che danno luogo ad orbite chiuse sono quella che dipende dall’ inverso
del quadrato della distanza e quella che soddisfa la legge di Hooke; per una dimostrazione, si veda il
libro Classical Mechanics di H. Goldstein, pp. 90-94.

2.4 Riduzionedel problemadi Keplero
24.1 Orbitaed evoluzionetemporale.

Il caso del problemadi Keplero ci portaimmediatamente a valutare la (2.23) per il caso k = —2:

L*u
du mk 1
0=60— =6 —arccos — & (2.24)
2mE | 2mk ) 2EL?
2 T B
Di qui, s ottiene
1 mk 2EL2 ,
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la (2.25) deve ricordarci |’ espressione delle coniche in coordinate polari

1 1 cos
i 2.2
p €D + D’ (2.26)

e essendo I’ eccentricita, D ladistanza dallarettadirettrice, e avendo posto #” = 0. Dungue, I’ eccentricita

€ espressa tramite
/ - 2E 2
€= —
mk2 "’

e’ orbita, asecondo delle condizioni iniziali che fissano il valore dell’ energia, sara:

ENERGIA ECCENTRICITA CONICA
E <0 e<1 ellisse
mk? .
E = 372 e=0 circonferenza
E=0 e=1 parabola
E>0 e>1 iperbole

Esempio 2.5: si determini il periodo del moto sela conica e un’ellisse.
Si puo facilmente mostrare che la (2.26), nel presente caso, assume laforma
1 1

. —
p a(1—62)< + ecos ),

. _— L2 2EL2
per cui, confrontando con (2.25), si ottiene €= \/ 1-— = \/ 14+ —,
mka mk?

che mette in evidenza la dipendenza di a dal solo valore di E. Ricordando inoltre che trai semiassi e
I’eccentricitadi un’ ellisse vale larelazione generale b = a+/1 — €2, abbiamo che |’ area dell’ ellisse vale

2
L
A=mab=m a ;
mka
. . . . L A L
sfruttando I'integrale primo del momento angolare, ssha @ A=_—— — = —,
2m T 2m

dove T &il tempo impiegato dal punto per tornare nellaposizioneiniziale. Si haaloralarelazione

m
7% = 47’ —a?

k

che costituisce laterzalegge di Keplero. N

2.4.2 1l vettoredi Runge-Lenz.

Si égianotato che lafunzione di Lagrange per il problemadi Keplero

=Tk

- (dove z = p)
2 x

ha molteplici proprieta di smmetria: oltre al’indipendeza esplicita dal tempo, . € invariante per
rotazioni e per le trasformazioni infinitesime (non di punto)

1 1
(Sl’i = €em <£L’1£L'k — §ZL‘zl‘k — §$j$]6zk> (Z = 1, 3).
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Siccome si ha, per quest’ ultima variazione, che 6. = € <%> , il teorema di Noether permette di
X
esprimere la costante del moto

A = m2i; (Tixp — xiT)) — mk? = p2xk — X pp — mk?

che, in termini vettoridi, diventa
X
A:p/\(x/\p)—g. (2.27)

Il problema di Keplero ha dungue sette costanti del moto e tre gradi di liberta (pensando che la
particella sia descritta da tre coordinate cartesiane): unain pit di quelle previste dal teorema preceden-
temente dimostrato. Inreata £, L e A non sono tradi loro indipendenti. Infatti, essendo evidentemente
A - L = 0, questi due vettori devono restare ortogonali durante il moto; inoltre,

A x=x-pAL—mkz=L -xAp = Azcosf = L? — mkz,

dacui s puo ricavare

1 mk A
Di nuovo abbiamo un’ equazione dell’ orbita in funzione delle costanti del moto: se confrontiamo questa
espressione con la (2.25), otteniamo che, essendo ¢’ = 0, A formaun angolo # con x, dunqueil vettore
di Runge-Lenz e diretto come I’ asse polare g, inoltre, e tale che

A =mke = A? = m?k® + 2mFEL?,

che & una seconda relazione di dipendenza tra le costanti del moto. A apporta dunque un’ ulteriore
costante del moto: fissala direzione su cui giace il perielio (distanza minima del pianetadal sole). A &
unafunzione algebricadi x e p che permette un effettivo confinamento del moto.

Questa caratteristica dell’integrale di Runge-Lenz &, piuttosto, un’eccezione: oltre agli usuali in-
tegrali primi come I’ energia, la quantita di moto e il momento angolare, puo effettivamente succedere
che un sistema possieda ulteriori costanti del moto, in quanto, come nel presente caso, la funzione di
Lagrange ha numerose simmetrie. Ma non tutte le costanti del moto si comportano nello stesso modo:
I'integrale dell’ energia

Ef(‘]a q t) = Cost.,

per es., confinail moto del punto rappresentativo ad una sottovarieta (2n — 1)-dimensionale del fibrato
tangente, in quanto, per ogni valore prescelto di E &, possiamo esprimere una variabile lagrangiana in
termini delle rimanenti (2 — 1); laconservazione del momento angolare, ancora, a suavolta consente di
esprimere altre tre variabili in funzione delle rimanenti: il punto rappresentativo evolvera su una varieta
a(2n — 4) dimensioni, e cosi via, fino a che I'intersezione di tutte queste ipersuperfici avra fissato una
curva unidimensionale. In realta, di norma, le cose vanno in modo diverso: vi sono funzioni che, pur
essendo costanti durante il moto, non sono ad un sol valore, per cui dal punto di vista geometrico non
definiscono una superficie delladimensionalita prevista o unacurvachiusa. Laloro intersezione con, per
esempio, I'ipersuperficie dell’ energia & ancora tutta quest’ ultima. Vengono chiamati integrali isolanti
guelle costanti del moto che "isolano” latraiettoria, nel senso che la confinano a sottovarieta del fibrato
tangente; integrali non isolanti quelle funzioni apiu valori che non riducono la dimensione dello spazio
rappresentativo. Il problemadi Keplero hapit integrali isolanti degli altri sistemi che interagiscono con
forze centrali dipendenti da potenze dalladistanza, in quanto il vettore di Runge-Lenz e tipico proprio di
tale problema: cid ein accordo conil teoremadi Bertrand, per il qualeil moto kepleriano € pit confinato
degli altri, in quanto le sue orbite si chiudono, non ricoprono densamente regioni del piano.
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3 AMPLIAMENTO ALLO SPAZIO DELLE FASI ED EQUAZIONI DI HAMILTON.

3.1 Letrasformazioni di Legendre

Laformadelle equazioni di Lagrange
d (0L 0L .
%<adi)_3qz‘ P=hn
suggerisce di scegliere, trale infinite possibilita di lifting, quella per cui le nuove variabili indipendenti
daaggiungere alle ¢; sono le

oY

b= 94

cosi da avere direttamente in formanormale le 2n equazioni del moto. Tale scelta, che di fatto sostituisce

levariabili p alevariabili ¢ nel loro ruolo di nuove variabili aggiuntive, & unatrasformazionedi Legendre.
Vediamone di seguito le caratteristiche generali. Consideriamo unafunzione

i=1,n 3.1

F= F('Tl7"' y Tny Y1, " ayn)
eil cambiamento di variabili definito da

_OF
B y;
Queste equazioni, se invertibili, permettono latrasformazione (x,y) — («, z), dove le z sono dette
variabili passive mentrele y ele z variabili attive. L' invertibilita, com’ e noto dal teorema della funzione
implicita, richiede che la matrice jacobiana della trasformazione sia non singolare:

82’2- (92F >
det = det 0
( Oy ) < Oy Oy, 7

Lacondizione assicura che le variabili z; sono tutte indipendenti. Siaora G = G(«z, 2) = yizi — F.
Per una variazione infinitesima delle coordinate otteniamo
oG oG

2 1 =1,n.

e, dalladefinizione, oF oF
0G = z;0y; + y;0z; — —0w; — —(5y2-.
Ox; 0y;
Dal confronto segue che
_0G  OF oG P Th

¥i= 6_21', 8902 _6xi
Schematizziamo la dualita della trasformazione:

VECCHIO SISTEMA | NUOVO SISTEMA
VARIABILI z,y vz
FUNZIONE F(x,y) Gz, 2)
TRASFORMAZIONE ) y = 2¢
oy 0z
G=yz—F F=zy—G
or _ oG
oxr  Ox
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Scegliamo dunque di rappresentare la dinamica su di uno spazio 2n dimensionale le cui coordinate
sono, oltre alle ¢;, i cosiddetti momenti coniugati
_0Z

9gi
Ripercorrendo 1o schema delle trasformazioni di Legendre, . definisce le nuove variabili attive p; e
definisce la nuova funzione

HY pigi — 2 dettafunzione di Hamilton (3.3)

e, inoltre, le relazioni

oM 0% oH o
qz_api’ o g S

02 __0H
ot ot

Lo spazio ampliato in cui le coordinate indipendenti sono le ¢ ele p & detto spazio dellefasi.> Poiché
d (0L _ . o 0% _ 0H
at\og )V dg; ¢’

abbiamo infine le equazioni di Hamilton:

. oOH
q; = i
H
pi = — 0 1=1,n (3.4)
dq;

che sono in forma normale, essendo H = H(q,p,t). Da notare che sono le seconde n equazioni ad
esprimere una legge fisica (sono le equazioni di Lagrange trasformate), mentre le prime n esprimono
le velocita generaizzate in funzione delle coordinate canoniche (sono le trasformazioni di Legendre
inverse).

L' unicarichiesta sul passaggio da una descrizione lagrangiana a una hamiltoniana &, ricordiamo,

2L
det — 0,
¢ <8Qi8Qk> 7

la stessa che garantisce che le equazioni di Lagrange si possano porre in forma normale: se non e
verificata, le accelerazioni ¢; non sono tutte indipendenti tra di loro; dungue non & garantita |’ unicita
della soluzione e insorgono vincoli sul moto del punto rappresentativo sul fibrato tangente. Sul versante
hamiltoniano lasingolaritadi tale jacobiano, analogamente, produce dipendenzatrai momenti coniugati.

Esempio 3.1: si scrivano le trasformazioni di Legendre per lalagrangiana . = §(q1(12 — 2G1)>.
% e degenerein quanto

’L ) ( B e )
det — = det 2 =0.
(3%‘3% -2 ¢

Come da aspettarsi, i momenti coniugati

P1 = G361 — 919242 e P2 = ¢ido — Q1261

!’ analisi geometrico-differenziale mostra che i momenti coniugati sono i duali dei vettori tangenti (le ¢ in quel punto):
lo spazio delle fasi, duale del fibrato tangente, € il fibrato cotangente allo spazio delle configurazioni. Convenzional mente,
indicheremo tale spazio dualeaT'Q con T* Q.
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non sono indipendenti. Infatti, sommando e due espressioni, dopo aver moltiplicato la primaper ¢; ela
seconda per ¢z, S ha

@1p1 + g2p2 = 0;
dungue non riusciamo ad esplicitare le velocita generalizzate in termini dei momenti (trasformazioni di

Legendre inversa). Tutto quello che possiamo fare & valutare H secondo la definizione (3.3): notiamo
che la lagrangiana e quadratica ed omogenea nelle ¢, per cui H = .¢; usando una delle equazioni per i

2
momenti per sostituire, per esempio, ¢o, Si hache H = %.
a3
— : . OH
Con guesta hamiltoniana non possiamo ottenere ¢, = s
P2

In analogia con la terminologia usata nell’ ambito lagrangiano, chiamiamo vincolo ogni relazione
del tipo ®(¢,p) = 0 che s presenta quando la lagrangiana non é regolare. Come nell’ambito la-
grangiano, i vincoli serviranno aridurre il numero di variabili indipendenti. 1| moto si svolgeraquindi su
un sottospazio dello spazio delle fasi, e non e detto che sia un moto hamiltoniano.

3.2 Lafunzionedi Hamilton.

Limitiamoci al caso (fisicamente significativo) in cui Si possa scrivere lafunzione di Lagrange come

& =T~V = aj,dids + ajgj +a—V(g1).

0L
Intal caso, essendo  p; = D0 2a;;q; + a;,
q;

Pidi = 2ai;Gi4; + a;i¢; = 2(T — a — a;4;) + aigs =
H:piqi—$:2T—aiqi—2a—(T—V) :T+V—aiqi—2a.

Ricordando che N

1 8xi 8Xi. . aXl' Oxi
SaMiy et YT XM gy
s ha
N N
2a+ajqj:ZmiW- ( 5 +a—qjqj> == H:T—i—V—ZmiWJ(i.
i=1 i=1

ricordando che la condizione 0x; /0t = 0 implicachei vincoli sono fissi, vediamo che

¢ |"hamiltoniana coincide con I’ energia meccanica del sistema (7' + V') se e solo sei vincoli sono
fissi;

¢ |"hamiltoniana puo non dipendere esplicitamente dal tempo (essere quindi una costante del mo-
aXi aXi
e -

to) anche non coincidendo con I’ energia totale: quando le derivate parziali 3
aj

, pur non

essendo nulle, non dipendono esplicitamente dal tempo.

3.3 Notazione simplettica.

In letteraturasi usa una notazione compatta che permette di esprimere in forma vettoriale le equazioni di
Hamilton e di sintetizzare alcuni aspetti notevoli del formalismo hamiltoniano.
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Per un sistema a n gradi di liberta usiamo I'unica lettera z per specificare entrambe le variabili

canoniche:
Zi = q;

Zi4n = Pi

e costruiamo le seguenti matrici colonnaa 2n elementi:

OH
q1 21 071
OH
' 9z
D1 Zn41 0z OH
. ' 8Zn—&—l
DPn 22n 8H
0z
o . N . 01
Consideriamo inaltre il tensore doppio antisimmetrico (2n X 2n) I' = —1 T
OH
aszrl
OH
O0zon,
Abbiamo alorache I'VH =
OH
5'21
o
Ozp,
ele eguazioni di Hamilton assumono unaformain un certo senso simmetrica:
OH
z=T— 35
z g (3.9)
0, in componenti,
H
0 = 1,2n) essendo I = (v45).

Zi = Vijg - (4
j

La(3.5) e dettaforma simplettica (dal greco: intrecciata) delle equazioni di Hamilton.
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Proprieta della matriceT".

(a) ortogonaita: T'T'=1
(b) antismmetria: T74+T =0
(¢) unimodularita: det = 1.

Inoltre, (@), (b)) = (AT =-T=T"e (I'*=-1

3.4 Equazioni di Hamilton e principi variazionali.

Il principio di Hamilton & basato su un problema variazionale in cui le variabili (dipendenti dal tempo)
sono proprio quelle lagrangiane, ele variabili ausiliarie sono le velocita generalizzate. Le variazioni sono
pertanto effettuate sullo spazio delle configurazioni. Dalla validita di tale principio, come sappiamo, si
deducono le equazioni di (Eulero-)Lagrange. Se ci limitiamo a sostituire, mediante le trasformazioni di
Legendre, le p a posto delle ¢, riscriviamo le equazioni di Eulero-Lagrange nellaformadi equazioni di
Hamilton. Infatti, tenendo conto delle relazioni

0L :
che, come sappiamo, implicano le relazioni inverse

otteniamo direttamente che

123 t2 t2
0=6 [ ZL=0[ (pigi—H)dt= / (Pi&ii + ¢idp; — Z—H&]i — a—Hfm‘) dt,
t1

t1 t1 qi Opi
ovvero
t2 oH OH ty
.7;—— 61'_ 'Z'—— 5ldt 1(51 = U. 3.8
/tl [(q ap2-> p (p 8%) Q] + [pidail, =0 (3.8)
A questo punto, mantenendo leipotesi a contorno del principio di Hamilton

5(]2‘ (tl) =0= (5qi(t2), (39)

tenendo conto delle (3.7) e dell’indipendenza delle d¢;, s hache

OH

P o (i=1,n) (3.10)

Per quel cheriguardale condizioni al contorno sulla corrispondente traiettorianello spazio delle fasi,
anche tenendo conto delle (3.9), in generale abbiamo che
Ipi d
Oqy. dt

pi
op; = P dqi +
Oqx,

oqr 70  (i=1,n). (3.11)

Viceversa, se s vuole che anche le (3.7) siano egquazioni di Eulero-Lagrange, esse dovranno essere
ricavate dalla condizione di stazionarieta. Cio equivale a dire che se non sussistono pit a priori relazioni
traq, ¢, p, le p sono variabili indipendenti el problema variazionale da trattare & del tipo!

12}

6 | Flg,4,p,p,t)dt =0. (3.12)
t1

Lil problema variazionale cosi posto non dipende né dalla struttura di fibrato cotangente dello spazio delle fasi, né dal suo
essere diffeomorfo al fibrato tangente
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Si ricavano nuovamente le (3.10), ma questa volta, a causa dell’indipendenza delle é¢; e delle ép;, S
ottengono proprio tutte le 2n equazioni di Hamilton.
Infatti, scrivendo direttamente le equazioni di Eulero-Lagrange per |a stazionarieta di

to
/ (pigi — H)dt,

t1

S ottiene
d 0 0
i — H) ) = = (pris — H) ) =
o <aqi(pk% )> (8%(2%% )) 0

d (0 . 0 .
T <a—]-)i(pk% - H)) - (8—1%(%% - H)) =0
e, hotando che 0H/0q¢ = 0 e 9H/dp = 0, s hainfine che:

d  OH
dtpl Oqi_
(i=1,n)
+6_H—0
qi op;

cioe le equazioni di Hamilton. E bene ribadire che il problema variazionale & stato posto nello spazio
dellefasi edunque si parladi equazioni di Eulero-Lagrange a patto che sia stato impostato in modo
standard, vale adire:

e |evariabili indipendenti sono 2n: le ¢; elep;;

e non si assumono le trasformazioni di Legendre (che dungue non valgono sulle traiettorie variate),
ma casomai Si ricavano;

e levariazioni avvengono a estremi fissi:
5ql- (tl) =0= 6qi(t2); 5])7;(751) =0= 5pi(t2), (313)

Siccome sotto queste condizioni si ricavano le equazioni (di Hamilton) del moto, possiamo formulare
un principio variazionale per |la Meccanica:
Principio modificato di Hamilton: sullatraiettoriadel moto & stazionario il funzionale

to
/ (pigi — H)dt

t1

rispetto ad arbitrarie variazioni a estremi fissi.

Si osservi che il termine modificato € dovuto a fatto che nella versione lagrangiana del principio
di Hamilton le due configurazioni agli estremi selezionavano la curva critica; in ambito hamiltoniano
fissarelacondizioneiniziale significafissare tutte le costanti di integrazione, in quanto s fissano n valori
di ¢ en vaori di p, che per un sistemadi 2n equazioni del primo ordine & quanto richiesto per trovare
la soluzione. Quindi in questo caso il secondo estremo deve essere vincolato a stare sulla traiettoria del
moto.

Si osservi inoltre che, a causa della particolare struttura dell’integrando, non sarebbe necessario
imporre condizioni agli estremi sulle p;, nel senso che I'integrazione per parti comporta solo contributi
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agli estremi del tipo d¢;. Mail problemavariazionale richiede le (3.13) per ottenere equazioni di Eulero-
Lagrange. Ci chiediamo casomai quali nuove conseguenze si ottengono da tutte queste modifiche.
Infatti, ricordando che le condizioni

to 1) d
5| wdt=0 e 5 (.z n —F(q,t)) dt = 0
t1 t1 dt

portano alle medesime equazioni di Lagrange, analogamente, se valgono le (3.13), le

to to
0 (p¢g—H)dt =0 e ) (p(j—H—l—iF(q,p,t)) dt =0
t1 t1 dt

portano alle stesse equazioni di Hamilton.

Esercizio: si provi direttamente quest’ ultimaaffermazione scrivendo le equazioni di Eulero-Lagrange
per il secondo integrando.

Osservazione 1. A margine di quest’ ultima discussione ¢ interessante analizzare un semplice es-
empio: scegliamo, quale funzione arbitraria, F' = —¢;p;, € aggiungiamo |la sua derivata temporale
nell’integrale. Otteniamo:

to d t2
/ |:piQi - H - E(pi%‘)] dt = —/ (gipi + H)dt.
t1 t1

La condizione di stazionarieta di questo integrale porta ancora alle equazioni di Hamilton mal’in-
tegrando, in quanto funzione delle p, non pud rappresentare la trasformazione di Legendre di una la-
grangiana. L'assunzione di un principio modificato porta a sistemi hamiltoniani che, formalmente, non
provengono da una pre-formulazione lagrangiana.

Osservazione 2. Ricordiamo cheiil principio di minima azione (vds. Goldstein Cap.7 § 5) & formu-
lato interamente nello spazio delle configurazioni. Infatti, come si ricordera, la generica trasformazione
infinitesimadel funzionale [, #dt &

2 (9  doY 0¥ t2
AD = _ = : : At| . 14
/t1 <aqz- dta(ﬁ)éth%—{aq‘éq +& tL (3.14)

(2

Il punto rappresentativo che si muove sulla curva variata dalla variazione A, ricordiamo, parte e arriva
ad istanti di tempo pure essi variati t; + Aty ety + At,. Lavariazione complessiva al’istante iniziale
sara, dunque,

Ag;i(t1) = qi(t1 + A1) — gi(t),

per cui, sviluppando in serie a prim’ ordine di approssimazione,
Aqi(t1) = q;(t1) + Gi(t1) Aty — qi(t1) = 0qi(t1) + GiAty.
Sostituendo quest’ espressioneinsieme aquellaanalogaper Ag;(t2) nella(3.14), s hache sullacurva

del moto reale, dove valgono le equazioni di Lagrange,

to
AP =A [ Zdt = [pAg — pigiAt + LAE = [piAg; — HALR.

t1
Se s fanno oraleipotesi di variazione particolare:

e H & costante durante il moto reale e lungo tutte le curve variate, e dunque

to to ta+Ato
A Hat= / [H(q+ 84, + 64, 8) — H(g,d,0)]dt + / Hdt = [HAY'?,
t1 t1 t1+Aty

essendo nullo il primo integrale;
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o Agi(t1) =0 = Ag;(ta),

segue che

to to
A ZLdt=A[ pigdt— [HA?.

t1 t1
Confrontando conil risultato precedente, segue la condizione di stazionarieta

to
A [ pigidt =0,
t
che costituisce il principio di minima azione.

L’annullarsi delle variazioni Ag; agli estremi, significache lacurvareale e quellavariata coincidono,
sullo spazio delle configurazioni, in un punto: se, per fissare le idee, ci riferiamo all’ estremo d'inte-
grazionety, s richiede cheil punto individuato dat; sullacurvareale coincidacon quello corrispondente
al’istante t; + Aty sullacurvavariata

Si noti che un moto variato pud svolgersi sulla stessa curvadel moto reale, macon velocitadiversa(si
ricordi ladistinzionetraorbitaetraiettorial). Siccomei due moti sono descritti dalla stessa hamiltoniana,
per essere distinguibili tra di loro, dovranno partire e concludere il moto a tempi diversi: questo € il
motivo per cui At; # 0.

4 |L FORMALISMO HAMILTONIANO.

4.1 Parentes di Poisson edi Lagrange.

Laderivatatotale rispetto al tempo di una genericafunzione F' = F(z,t) € datada

dF _OF,  OF _OF 0H  OF @1
dt 0z ot 0z Voz ot '

dove s efatto uso delle equazioni di Hamilton in forma simplettica

0H

La(4.1) assume unaforma caratteristicadel formalismo hamiltoniano se si definisce parentesi di Poisson
traduefunzioni F' e G I’ espressione

oF 0G
F,G| = —ijo- 4.
(RG] = o (43)
- dF OF
Allora, la(4.1) diviene i [F, H]+§.
(4.9
Definiamo inoltre una sortadi inverso delle parentesi di Poisson. Siano infatti

2n funzioni indipendenti definite sullo spazio delle fasi e supponiamo che le z; siano esprimibili come
funzioni delle A;; definiamo parentes di Lagrange tra due di tali funzioni A; e A; lafunzione:

0z, 0z

a—Ai’Ykz O—AJ ; (4.6)

{Aiv AJ} =
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si dimostra senza difficolta (vedi Appendice A) che

{Ai, Aj}AG, Ak = —di.

Le principali proprieta algebriche delle parentesi di Poisson sono, V funzione F, F, G-

|antisimmetria| : [F,G] = —[G, F]

[linearita] : \E + uF,G) = N[, G] + p[F, G]

lidentita di Jacobi : [E,[F,G]| + [F,|G,E]| + [G,[E,F]] =0

(4.7)

(4.838)
(4.8b)
(4.8¢c)

Lo spazio vettoriale lineare reale delle funzioni definite sullo spazio delle fasi, assieme alle parentesi di
Poisson [ , ] definite comein (4.3) e soddisfacenti (4.8), costituiscono un rilevante esempio di un’agebra
non associativa, nota come algebra di Lie. Le (4.8a,b) seguono immediatamente dalla definizione di

parentesi di Poisson. La (4.8¢) e dimostratain Appendice B.
Altre propriet&
[reholadel prodotto: [E, FG| = F[E,G] + [E, F|G

& F]=0
[, Fl=0VAeR (A éeuneemento neutro)

[cHain rule: per unatrasformazione di coordinate = — Z(z,t), la parentesi di Poisson s trasforma

come

OF' oG

[F,G| = -=[Zi, Z;| — (dove F'(Z,t) = F(z,t) eG'(Z,t) = G(z,1)).

07, dZ;

Per provare quest’ ultima proprieta basta notare che:

_OF G _OF' 07, 070G
Gl = 5 Y., = 92, 0m V90, 07, °®

0Zy, 07

it = 21, Z].
8zi7]8zj [ k l]

Casi particolari:
Senela(4.3)
F = Zis G = Zj — [Z,L',Zj] = Yij

FZZZ', GZH:>[Zi,H]=Zi

Inoltre, senella(4.6) si pone A; = 2; € A; = z;, s ha

{zi, 2} = 7ij-

(4.9)
(4.10)

(4.11)

La (4.10) esprime le equazioni di Hamilton nella notazione delle parentesi di Poisson. Le (4.9) e
(4.11) sono dette, rispettivamente, parentesi fondamentali di Poisson e di Lagrange. Infine, ricordando

la(4.4), diremo che unafunzione F' & una costante del moto se e solo se

OF
F,H +— =0.
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Nota sull’algebradi Lie.

Per meglio chiarire il termine algebra non associativa, osserviamo che:

(@) il prodotto esterno di due vettori: ANB
(b) laparentesi di Poisson di due campi scalari: [A, B]p
(¢) il commutatore di due operatori: [A,B]- = AB — BA

soddisfano le medesime condizioni (4.8) che caratterizzano un’algebra di Lie. Pill schematicamente,
introduciamo per tutte e tre le operazioni un comune simbolo di prodotto * e scriviamo in tutti etrei casi
A x B; valgono allorale seguenti proprieta

A*B+BxA=0

AxA=0

Ax(B+C)=AxB+ AxC
(AxB)xC+ (BxC)x A+ (CxA)*B=0.

Quest’ ultima, I’identita di Jacobi, prende il posto della legge associativa che, evidentemente non e
soddisfatta:
(AxB)xC # Ax (BxC).

Osservazione: Dirac, agli albori della Meccanica Quantistica, introdusse la corrispondenza
1
A Blp — —[A B]_
[ ) ]P Zh[ ) ]

tra parentesi di Poisson di funzioni classiche e commutatori di operatori quantistici. Vale la pena sotto-
lineare che, a di ladelleragioni fisiche su cui si basa tale corrispondenza, dal punto di vista matematico
essa e possibile solo in quanto entrambe le operazioni sono un prodotto con le proprieta specifiche di
un'algebradi Lie.

4.2 |l teorema della parentes di Poisson.

Dalla (4.2) vediamo che a ogni assegnata hamiltoniana H (z,t) € possibile associare 2n equazioni dif-
ferenziali ordinarie del primo ordine; queste, una volta integrate, forniscono un insieme di moti z; =
zi(z0,t). Nell’ottica del problema inverso, gia esposto in ambito lagrangiano, chiediamoci viceversa
sotto quali condizioni un moto generico sullo spazio delle fasi € generato da unafunzione di Hamilton.

Pili esplicitamente: siano assegnate 2n funzioni sufficientemente regolari ;(z,t) ed il sistema
differenziale

i = i(z, 1) (i =T,2n) (4.12)

di cui le funzioni

zi = fi(20,1) (i=1,2n) (4.13)

rappresentino la soluzione.
[l moto & hamiltoniano se, evidentemente, esiste unafunzione H (z, t) tale che

OH
wi(z, t) = ’yija—zj (Z = 1, 2n.) (414)

I1 seguente teoremafornisce unacondizione necessaria e suffi ciente affinché esista (almeno) unasoluzione
della (4.14):
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Teorema (della parentesi di Poisson): supponiamo che z = z(t) rappresenti I’ evoluzione temporale di
un sistema rappresentato nello spazio delle fasi. Tale evoluzione & generata da un’ hamiltoniana se e
solo se, per ogni coppia di funzioni F'(z,t) e G(z,t), la derivata temporale soddisfa la relazione:

d

EWQZW@+W@- (4.15)
Dimostrazione: (a) Necessita.

Siccomeil moto &, per ipotesi, generato da un’ hamiltoniana, dalla (4.4) s hache

d 0
PG = [[F,G]. H] + . [F.C). (4.16)

D’ dtra parte, tenendo conto che

b o (0F 0G

ZIFG = = | i) =

o= g <azﬂﬂazj>
)

ia_F a_G+8_F_§_a_FG+F%
0z \ ot ) 9z, " 0z oz \ot ) T ot "ot |

sfruttando la linearita delle parentesi di Poisson e I'identita di Jacobi [[F,G], H] = [[F, H],G] +
[F, |G, H]], s hainfine che la (4.16) diventa:

%[F,G} _ {[F,H} +%—f,a] + [F [G,HH%—ﬂ _ [é—f,G] + {F %} .
O
(b) Sufficienza.
Poniamo la (4.14) in formanormale:
% = YjiZj = Vji¥j (i=1,2n). (4.17)

1
Come & noto, condizione necessaria di integrabilita della (4.17)* & che

0 . 0 .
8716(%'2]’) = %(’ijzg');

tale condizione e anche sufficiente se il dominio di definizione di H € uno stellato (o anche solo sem-
plicemente connesso); sotto tale ipotesi, e scegliendo

F=z; G=gz,
la(4.15) diviene

e b s ][ 2] = DY, 0% Oz DU
dt [z, 25] = at 9" 0=l& 2]+ [z 51 = 8zk7kl 0z * 8zk%l 0z

'hella (4.17) I'incognita & H: formalmente & |a stessa situazione che si incontra parlando di forze conservative, dove

ouU | . . . . . OF; OFy, .. L.
F;, = m € un’equazione per U e la condizione necessaria per la sua esistenza & 3 L = a—k; il lavoro elementare e in tal
X . L R . R Tk XL
caso unaforma chiusa e, se la condizione & anche sufficiente, € unaforma esatta.
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o, op;
- 8Zk ’WC] + azl ’Y’Ll - 07

moltiplicando quest’ ultima uguaglianza per v;,,7;» € Sommando sugli indici ripetuti, si ha:

;i 0y o o Oy o . _ 0.

9or OknYim + 92 SimYjn =0 = 02, 1 = B, Uk — oo (Yiva) = % (Yjvik). O
Osservazione: il fibrato cotangente non ha sempre le proprieta di uno stellato. 1l risultato ottenuto dal
teorema ha allora un valore locale: cio significa che, quando le condizioni del teorema sono soddisfatte,
esistono degli aperti dello spazio delle fasi in cui € possibile definire una funzione di Hamilton locale;

non esi ste necessariamente un’ unica hamiltoniana definita sull’ intero spazio.

Esempio 4.1: s verifichi seil sistema dinamico di rango due:

1= 212
Zg = —2129
€ un sistema hamiltoniano.
Se il moto risultante fosse hamiltoniano, esisterebbe una funzione H tale da soddisfare

0H

_— = 212
0z1 1<2
OH

822 - A=

0’H 2 0’H
L . 821822 6228Z1 .. . .
Verifichiamo che anche il teorema precedente porta alla medesima conclusione. Scegliamo F' = z;
eG = z9. Siccome [z1, z2] = 1,

ma questo sistema non € integrabile, in quanto

E[ZlaZQ] =0 = [21, 22] + [21, 2] = [2122, 22] — [21, 2122] = [21, 22)22 — [21, 22]21 = 22 — 21 # 0.

O

Corollario (Teoremadi Poisson): se F' e G sono costanti durante il moto generato da una data hamilto-
niana, anche [F, G| & una costante del moto.
Infatti, dalla (4.15),

FzOeG:0:>%[F,G]:O.

O

Esempio 4.2. Conservazione del momento angolare per una particella di massa unitaria soggetta a forze
centrali.

Poiché I hamiltoniana ed il momento angolare sono, rispettivamente, H = 1/2 (p? + p3 + p3) + V(p)
eL =x A p = (z2p3 — x3p2)er + (x3p1 — x1p3)ez + (x1p2 — x2p1)es, S hache

ov ov ov op ap ov Tox3  T3T2
H L —_— _ _ — —_— _— = — — _— fry .
(A, L] 8x2x3+6a:3x2 8,0( Barg ° 8x3$2> 8p< p + p > 0
oV ([ Jp ap
H = — —_— _— g .
Analogamente [Lo, H] 95 ( o 1 8x1$3> 0

Poiché [L;, L;| = €;;, Ly, il teorema di Poisson stabilisce che anche L3 = [L1, L»] € una costante del
moto: per avere la conservazione del vettore momento angolare &€ dunque sufficiente che siano costanti
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del moto due sue componenti cartesiane. S
Osservazione. Si noti che malgrado le tre componenti cartesiane di L siano variabili indipendenti, esse
Non pPossono essere prescelte contemporaneamente come variabili canoniche, in quanto non soddisfareb-
bero le (4.11) (parentesi fondamentali di Poisson): [L;, L;] # vij.

4.3 Dalletrasformazioni di punto alle trasformazioni canoniche.

Come abbiamo visto, serichiediamo chele equazioni di Hamilton siano equazioni di Eulero-Lagrange, le
cui curve critiche giacciono sullo spazio delle fasi, non introduciamo alcuna nuova informazione fisica:
infatti, tali curve, cosi come le soluzioni che giacciono sul fibrato tangente per le equazioni di Lagrange,
Si proiettano su un’ unica curva

¢ = ¢i(qo, 1)

dello spazio delle configurazioni. Comunque, I'ampliamento del principio richiede implicitamente che
le variazioni 6z; siano nulle agli estremi dell’intervallo di integrazione e tale scelta non & priva di
conseguenze, le quali dipendono tutte dalla proprieta:

0 —dt = —(SZZ'

ta gp or . 1™
.l [822- ] =0 VF(z,1),

t1
g, in sintesi, consistono in:
(i) ledescrizioni lagrangiana e hamiltoniana non sono pill necessariamente equivalenti;

(ii) se aggiungiamo nel funzionale del nostro problema variazionale derivate totali rispetto a tempo
di funzioni arbitrarie delle z e di ¢, le equazioni di Eulero-Lagrange mantengono, anche per tale
funzionale, una forma hamiltoniana.

Lateoriadelletrasformazioni in ambito hamiltoniano mostrera (vds. Appendice E) chele trasformazioni
di punto sono un sottogruppo delle pit generali trasformazioni che conservano la forma hamiltoniana
delle equazioni del moto: |e trasformazioni canoniche. Detto atrimenti, il gruppo di covarianza delle
equazioni di Hamilton e piti esteso di quello delle equazioni di Lagrange. Di conseguenza, nell’ ambito
hamiltoniano vi € maggior liberta di trasformare le coordinate che descrivono il sistema e, dunque, mag-
giore possibilita di trovare descrizioni all’interno delle quali il problema differenziale sia risolubile o,
ameno, semplificabile.!

Dal punto di vista geometrico, la maggior generalita delle trasformazioni canoniche puo essere cosi
espressa: nella visione attiva le trasformazioni di punto agiscono in modo tale che le nuove velocita
generalizzate (); sono le coordinate dello spazio tangente (fibra) allo spazio delle configurazioni nel
punto che ora viene descritto dalle nuove coordinate @;.

Al contrario, le trasformazioni canoniche possono mescolare tra loro le coordinate ed i momenti,
nel senso che equazioni di trasformazione del tipo Q; = Q;(q, p,t) non forniscono un nuovo sistema
di coordinate per lo spazio delle configurazioni, man delle 2n coordinate dello spazio delle fasi. Basti
pensare alla trasformazione canonica (non di punto!)

Qi=piy P=—gq (i=1,n)

che scambiatraloroi ruoli di coordinate e momenti.
Laproprietadi unatrasformazione di essere canonica non riguarda un particolare problema hamilto-
niano ma, piuttosto, caratteristiche geometriche dello spazio dellefasi: unatrasformazione € canonicase

1In realth questa superiorita del formalismo canonico & solo teorica; |’ unico campo di applicazione in cui tale specificita
appare particolarmente efficace € quello della moderna teoria delle perturbazioni.
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trasformaogni sistemadi equazioni canonichein un sistemadi equazioni canoniche. Vediamo di chiarire
meglio con qual che esempio.

Esempio 4.3: si studi la trasformazione

_w E—
{Q 2 elasuainversa {q: Qe "

pP=Int »=2/Q¢eP.
2q

Supponiamo che per le vecchie coordinate valgano le equazioni di Hamilton

) ) |
q_ap’ p= g

per una generica H(q,p,t) = H'(Q, P,t). Trasformiamo tali equazioni derivando rispetto al tempo
entrambi i membri delle equazioni di trasformazione:

Qe P (©— 0F) = OH'0Q  OH'OP 9H'\/QeT 9H 1

1= aQap "oPap _ 0Q 2 | 9P 2 qger
VQEP . . O9H'0Q OH'OP  OH' ,— OH' 1
P—T(Q‘FQP)—_aQa_q_aPa—q——% er+8_P—W7
valeadire: R
Vg gp = 0-0P
“Qag top T 9TEF

dacui si vede che anche le nuove equazioni differenziali sono canoniche (con hamiltoniana H'). Questo
risultato & indipendente dall’ hamiltoniana di partenza che, infatti, € rimasta arbitraria durante tutti i

passaggi. )
Esempio 4.4: s applichi la trasformazione dell’ esempio precedente all’integrando del funzionale del
principio di Hamilton e se ne valuti |’ effetto.
Essendo

e?  Qre”
2/Qe P 2/Qe "
e chiaro che la modificazione dell’integrando non dipende dalla particolare hamiltoniana, ma dalla
trasformazione di coordinate, ed & dato dalladerivatatemporaledi F(Q, P) = Q — QP. )

pi—H =2 er< )—H’zQ—QP—H’zQP—H’Jr%(Q—QP%

Dunque, ogni trasformazione canonica produce una ben definita modificazione o Viceversa, la

teoria delle trasformazioni canoniche (vds. Goldstein, Cap. 9), impone le condizioni a cui F' deve
soddisfare, affinché le equazioni di trasformazione siano canoniche. F' e alloradettafunzione generatrice
ed & conveniente considerarla come funzione di n delle vecchie variabili e n delle nuove. Nel precedente
esempio, potremmo porre alora, nelle notazioni del testo richiamato,

Fi(,Q) = Q (1—In%).

Osservazione. Larelazione tragli integrandi del principio di Hamilton &, in forma differenziale

pidg; = P;dQ; + dFy
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nel caso pit semplice (dove non si devono esprimere dg; €/0 dQ; tramite differenziali di altre variabili
indipendenti). Larichiestadi canonicita € dunque quelladi esattezza della forma differenziale

pdq — PdQ.

Esempio 4.5: Una trasformazione che lascia invariate in forma le equazioni di Hamilton, necessaria-
mente modifica il funzionale del problema variazionale?

Si potrebbe arguire: se una funzione generatrice & costante del moto, il funzionale non varia nu-
mericamente. Ma cio & erroneo.’ Un contro-esempio funzionante & invece quello della trasformazione
identita (da verificare per esercizio). E interessante inoltre anaizzare il caso delle trasformazioni di
punto. Queste, lasciando invariate le equazioni di Lagrange, conseguentemente lasciano invariate le
equazioni di Hamilton. Dunque, a ragion veduta, assumiamo a priori la loro canonicita e, in base alle
loro proprieta, scriviamo

' Oqr (0Q; .  0Q;
PQ; — K(Q,P) = : - K;
Q (@, P) PE50,; <8qj 6+ =, >
d altraparte, essendo -Z(q, ¢,t) = £'(Q, Q, t), ne consegue che
: . 0BQ; .
PQ; — K(Q, P) = pig; + BtQ - K =pi¢; — H.

Si noti come nei calcoli si siadelineato il ruolo di variabili indipendenti per le ¢; ele P;. Quindi I'ipotes
di canonicita comporta
oP;Q;
ot
D’dtraparte, (vds. Goldstein) se vogliamo passare auno schemain cui le variabili indipendenti sono
le g ele @, possiamo dedurre, tramite unatrasformazione di Legendre, che

Fi(q, Q) = Fa(q, P) — QP = 0;

K=H+

- dF; o
dunque resta verificato che d—tl = 0 per tutte le dinamiche.

Esercizio: S mostri che la forma differenziale p;dg; € invariante per trasformazioni di punto.

4.4 Lacondizione simplettica.

Affrontiamo ora un’ ulteriore caratterizzazione delle trasformazioni canoniche che non deriva da prin-
cipio di Hamilton (come quella imperniata sulle funzioni generatrici), ma, direttamente, dalla struttura
formale delle equazioni di Hamilton.

In tuttala trattazione che seguira, faremo I’ ipotesi che le equazioni di trasformazione

Zi = ZZ(Z) (Z = m)

siano indipendenti dal tempo.! Come & ovvio, assumiamo che il moto descritto dalle variabili z sia

canonico,vae a dire 2, = Thiz, e indichiamo con J la matrice jacobiana di componenti (j;x) =
Zj

; conseguentemente,
0z,

02, _ 0% OH (4.18)

7, = o4
0z, “k 0z, Tk 0z

1S noti che i—lz =0=[F,H]+ %—f vale per un particolare moto, quello generato dalla particolare hamiltoniana H.

'Questaipotesi & scelta per semplicitadi calcolo: & possibile mostrare con calcoli piuttosto laboriosi che tutti i risultati che
otterremo restano validi anche per trasformazioni che dipendono esplicitamente dal tempo (vds. Appendice H).
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0H

0, in termini vettoriali, 7 = JI‘a— =Jz.
Z
OH O0H'0Z; 0OH OH'

D’ altra parte, = ) [y 4.19
p aZi 8Zj 822' 82 8Z ( )

. . TaH’

Combinando le (4.18) e (4.19), s ha Z=JIJ A

Quindi latrasformazionez — Z € canonica se e solo se

Jrit =r. (4.20)

Si osservi che moltiplicando a destra la (4.20) per JTﬁl, s ottiene JT' = I‘JTfl, che moltiplicata a
sinistraper I" eadestraper —T', portaa
J'rJy =Tr. (4.21)

Una matrice J che soddisfala (4.20) (o la (4.21)) € detta smplettica. La (4.20) (cosi come la (4.21))
detta condizione simpletticadi canonicita.
Mettiamo in luce, in base atale condizione, gli invarianti canonici di maggiore rilevanza.

|(a) Le parentesi fondamentali di Poisson. |

. 0Z; 0Z;
Le parentesi ANA
p [ ]] a ’Ykl aZl
Si possono esprimere in forma vettoriale:
(Z,Z], = JTJ7,

per cui abbiamo che sele Z; sono coordinate canoniche, dalla (4.20) segue che
[Z,Z). =T (e incomponenti, [Z;, Z;] = ij); (4.22)

la (4.22) e dunque condizione necessaria e sufficiente per la canonicita di una trasformazione indipen-
dente dal tempo. Allaluce di cid, nd seguente esempio seguiremo un procedimento alternativo alla
ricercadi unafunzione generatrice.

Esempio 4.6: s studi la canonicita della trasformazione

1
Z1 =1n (— sin 22> ; Zy = z1C0tan zs.
zZ1

Oltreai casi banai  [Z1,Z1] =0=v11 € [Z2,Z3] =0 =99, abbiamoanche che:

aZl 822 8Z1 8Z2 o ( 1 ) <_ Z1

1
= — cos zoCOtanzo = 1 = .
0z1 0z9 O0z9 021 2 > sin 2o 2 2 2

[Zla ZQ] X
S~ zZo

2
21

O

| (b) Le parentesi di Lagrange. |

07Z; ”8Zj 0Z; azk 0z 07 Ozk {z )
04, T9As ~ 02, 0A0 VOAs 0m Al ZaA

Dalla definizione, {An, Ap}, =

Mala(4.23) equivdlea  {zy, 2z}, =, € dunque, {A.,Ag}, ={Aq, Ag}s.
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\(c) | volumi nello spazio delle fasi.

Poiché il determinante di un prodotto di matrici € uguale a prodotto del determinanti, dalla (4.21)
otteniamo che, per unatrasformazione canonica,

det(JTTI) = det T = (det J)*det T = det T,

per cui |detJ| =1 (4.23)

che fornisce un’ ulteriore condizione di canonicita (per trasformazioni indipendenti dal tempo)! e con-
sente la seguente deduzione sui volumi elementari nello spazio delle fasi: latrasformazione di coordi-
nate = — Z trasforma |’elemento di volume dv = dz1dzy--- dzg,, nel nuovo elemento di volume
dV = dZ;dZ; --- dZ,, e, come & noto dalla teoria dell’ integrazione, queste due entita sono correlate
tramiteil valore assoluto del determinante jacobiano della trasformazione:

dv = | det J|dV.

Dalla (4.23) segue dunque che elementi di volumi, e quindi volumi

/-~-/dzl--- Az,

di arbitrarie regioni dello spazio delle fasi sono invarianti per trasformazioni canoniche.

45 Trasformazioni canoniche e canonoidi

Se s analizzano gli esempi (4.3)-(4.5), dovrebbe essere evidente che, benché nel corso dei calcoli la
funzione di Hamilton compaia esplicitamente, essa non € mai coinvolta nelle condizioni di covarianza
delle equazioni canoniche e rimane completamente arbitraria. Questo punto & ancora meglio chiarito se
introduciamo per le proprietadelle trasformazioni canoniche un differente punto di vista: vedremo infatti
che e caratteristico di unatrasformazione canonicalasciare invariatalaparentes di Poisson (quest’ ultima
e una funzione di z e ¢: il termine invarianza e quello che usualmente usiamo con i campi scalari).
Siccome € evidente che la definizione di quest’ ultima non ha alcuna relazione con le equazioni del moto
apparira chiaro che le trasformazioni canoniche sono di natura geometrica.® L’ equivalenzadei due punti
di vista & mostrata nel seguente

Teorema: siano F' e G due variabili dinamiche e [F, G|, la parentesi di Poisson valutata rispetto alle
variabili canoniche . Sa inoltre Z; = Z;(z,t) (i = 1,2n) una trasformazione invertibile. Tale
trasformazione & canonica se e solo se esiste un numero A\ € R tale che per ogni sceltadi F e G s
abbia
[F',G')z = \[F,G].. (4.29)
Dimostrazione. (a) Sufficienza.
In virtu del teorema della parentesi di Poisson,

d d : ) : )
E[F,’ G, = )‘E[F’ Gl. = M\F,Gl. + \[F, G, = [F',G'], + [F,G],;

quindi, per lo stesso teorema, qualunque sia I’ hamiltoniana che genera il moto z;(¢), il moto Z;(t) &
generato da un’ hamiltoniana K: la trasformazione & canonica.

15 pud, in realtd, mostrare che il determinante dello jacobiano dev’ essere uguale a+1.
2In termini geometrico-differenziale si definisce la parentesi di Poisson mediante una forma differenziale bilineare, a sua
voltaintrinsecamente definita sulla varieta: questo € I’ oggetto geometrico invariante per dette trasformazioni.
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(b) Necessita.
Dalle proprieta delle parentesi di Poisson sappiamo che vale

OF' oG’
[F,G]. = 8—Zi[Zi’ Zj]za—Zj

ma, come abbiamo mostrato tramite la condizione simplettica, le parentesi fondamentali sono invarianti
canonici:

OF’ - oG"

0z; 0z,

il fattore A puod essere eliminato con una trasformazione di scala, come € mostrato in Appendice . O

(Zi, Zj] = iy = [F,G], =

Ora che abbiamo chiarito che la canonicita di una trasformazione, sia che venga espressa in termini
di invarianza delle parentesi di Poisson o dell’ esistenza di una funzione generatrice della trasformazione
stessa, non fa alcun riferimento esplicito al’ hamiltoniana del sistema, poniamo un problema piu cir-
coscritto: data una ben precisa hamiltoniana, € possibile trovare una trasformazione di coordinate che

trasformi le particolari equazioni canoniche da essa derivate in nuove equazioni canoniche? La risposta
€ contenuta nel seguente

Esempio 4.7: si applichi alle equazioni del moto della particellalibera con massa unitaria (p = 0; ¢ = p)
la trasformazione di coordinate

Q=q N : {q—Q
che, invertita, fornisce 4.25

{Pzﬁ—qQ p=(Q*+P)>. 429
Le equazioni del moto trasformate diventano

O=i=p= @+ Py
._ p .

Per verificare la covarianza delle equazioni di Hamilton, dobbiamo ora provare I’ esistenza di una nuova
hamiltoniana K (Q, P) tale che

0=98= (@+Py
. 0K
P= ~30 = —2Q(Q* + P)2.

E facile vedere che, integrando tali equazioni, si ha K = é(@2 + P)3.

Contrariamente all’ apparenza, cid non garantisce la canonicita della (4.27). Infatti, applicando
guest’ ultima alle equazioni di un altro sistema, per es. |’ oscillatore armonico, si ottiene:

. = . 1
{ p=—q P=—2Q(@Q*+P)! —20(Q° + P)*
Maintal caso la condizione (necessaria) sull’integrabilita delle equazioni per K fornisce

*K 9P , K 0Q.
0QoP — 0P 7 9POQ  0Q’
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K dunque non esiste e la (4.19), che non lascia invariata la forma hamiltoniana di tutte le equazioni del
moto di Hamilton, non & canonica S

Letrasformazioni ad hoc (comela(4.27)) che lasciano invariate in formale equazioni di Hamilton di
un particolare sistema meccanico, sono chiamate canonoidi rispetto atale sistema. E evidente che una
trasformazione & canonica se € canonoide rispetto a tutte le equazioni di Hamilton.

Esempio 4.8: si provi che non esiste una funzione generatrice della trasformazione (4.27).
Ancora una volta, s trasformi I'integrando del problema variazionale per un’arbitraria dinamica
hamiltoniana:

- . : d (¢*
PQ-K(@Q.P) = (V- i~ K'an) = voi - &'~ 5 (%)
che, anche trascurando la derivata total e rispetto a tempo, non fornisce I’ espressione di unalagrangiana.
Si osservi cheeproprioil fattore | /p che non consente di verificarelacanonicitae, infatti, e facile provare
che, viceversa, latrasformazione
Q=¢ P=p—¢,
e

che della (4.27) cambiasolo il ruolo della p, € canonica, con funzione generatrice Fy, = qP + 3

5 GRUPPI A UN PARAMETRO DI TRASFORMAZIONI CANONICHE.

Si consideri un sistema di particelle descritte da coordinate cartesiane e momenti p = m e supponiamo
che ognuna di tali coordinate possa variare sull’intero asse reale. Se eseguiamo una traslazione 0 una
rotazione degli assi, i nuovi valori di = e p rientrano in detto range: per es., lacoordinata X; = x; + a
(a € R) ottenuta per traslazione ha lo stesso range di variabilita di x;, cioé tutto R. Dunque questo
tipo di trasformazione di coordinate puod essere visto come una trasformazione dello spazio delle fas
in se stesso, nel senso che il valore delle nuove coordinate in un certo punto dello spazio uguaglia
guello delle vecchie in un altro punto dello stesso spazio. Questa proprieta non € comune atutti i tipi di
trasformazione: quando sara possibile realizzare una trasformazione canonica (che sia 1-1 e invertibile)
dello spazio delle fasi in sé stesso, parleremo di trasformazioni canoniche regolari. Ovviamente, esse
costituiscono un sottogruppo delle trasformazioni canoniche: per es. latrasformazione

Q= l(q2 +p%); P =—atan?
2 P

e sicuramente canonica ([Q, P],, = 1) manon éregolare: essainfatti non & definitasullarettap = 0.

In questo capitolo faremo I'ipotesi di considerare trasformazioni canoniche che siano applicazioni
biunivoche e C'*° (cioé infinitamente differenziabili) assieme ala loro inversa: supporremo cioe che
siano dei diffeomorfismi.

Con queste ipotesi, una trasformazione di coordinate pud essere trattata sotto due diversi punti di
vista: quello usuale, in cui uno stesso punto che descrive lo stato del sistema e descritto da due divers
spazi dellefasi, dadue diversi sistemi di coordinate (punto di vista passivo):
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trasformazione passiva

A(z) - . A(Z)

>
> >

e quello oraintrodotto (punto di vista attivo) in cui il punto viene spostato dallatrasformazionein un
atro punto dello stesso spazio:

A

P Interpretazione attiva: le Z; sono le coor-
B(z) dinate di un altro punto dello stesso spazo.

S la trasformazione € infinitesima, il vettore
spostamento in figura rappresenta la quantita 5z
ed e tangente alla curva lungo cui awiene la
trasformazione.

Le due interpretazioni possono essere usate alternativamente; quella attiva & particolarmente vantag-
giosa per una descrizione geometrica, indipendente dalle coordinate; quella passiva per effettuare calcoli
in coordinate. Si deve comungue prestare attenzione quando si valuta |’ effetto di una trasformazione su
una funzione definita sullo spazio delle fasi: nel caso di trasformazione passiva unafunzione F avralo
stesso valore numerico sia che venga valutata nel punto A che nel punto A’:

F(z) = F'(2), (5.1)

guello che cambiera, in generale, saral’ espressione funzionale. Nel caso di trasformazione attiva, invece,
F assumera valori in generae differenti a seconda che venga valutatain A oin B: avremo quindi una
variazione in forma funzionale per la trasformazione passiva, una variazione numerica per quella attiva.

5.1 Trasformazioni canonicheinfinitesime.

Assumiamo che le trasformazioni siano regolari e costruiamo una teoria in cui in ogni valutazione s
trascurino infinitesimi superiori a primo ordine di approssimazione.
Una trasformazione canonica infinitesma

Qi = q; + g
2
{Rsz'+5pi =3

differisce di quantitainfinitesime dalla trasformazione identita e dunque viene generata da

Fy = ¢, P+ 0)\G(q, P, t),
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0\ essendo una quantitainfinitesimadel primo ordine. Poiché

OF, oG 0G

;= =P, +6\— Oop; = P, —p; = =0\~

Pi= g, * dq; — P b 9q;

oG
e G(Q7P7 t) = G(Qap7t) + (9—PZ 52% S R
Pi=p;

. . . . L oG oG
abbiamo, al primo ordine di approssimazione, G(q,P,t) = G(q,p,t)—5)\8— 9P
qi i

e dunque possiamo porre 0AG(q, P,t) = 6\G(q,p,t),

, S , oG o
e scrivere le altre n equazioni di trasformazionecome  dq; = 6)\a—(q,p, t) dacui,insintes,
Pi

bz = 5Arg—G. (5.3)

VA

Le (5.3) sono le equazioni delle trasformazioni canoniche infinitesime. Esse s prestano particolar-
mente alla trattazione attiva, e, dunque, dovremo sempre immaginare che, per effetto delle (5.3), il punto
rappresentativo venga spostato nel punto di coordinate z + ¢z, al’ interno del medesimo spazio dellefasi.

Esempio 5.1: il moto come trasformaz one canonica lungo le traiettorie parametrizzate dal tempo.
Senela(5.3) poniamo G = H e A = t, otteniamo

OH
dZ = dtrg,

che, appunto, fornisce lavariazione infinitesima di z per effetto del moto. Consideriamo pil in specifico
il caso di una particellalibera, le cui equazioni del moto sono 2, = z9; 29 = 0,
{ Zl(t) = Zl(t + 5t)

e assumiamo il punto di vista attivo, in cui
P Z5(t) = zo(t + 6t)

spazio

R dellefas

il tempo parametrizzalatraietto-
riadescrittadal punto rappresen- t + 6t
tativo. Z = z -+ 6z individua, nel "
caso in esame, la posizione del

punto rappresentativo dopo un

intervallo infinitesimo di tempo

ot.

traiettoria del moto
del punto rappresentativo
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J— 0 0
S (dove 20 = z;(0)).

i

L’integrazione delle equazioni differenziali fornisce { . 0
2= 22

Zl(t) = Zl(t + 5t) = th + 285t + Z? =Z21 (t) + 22(575
Zo(t) = zo(t + Ot) = 2§ = 2.
Dall’ usuale schema per le equazioni delle trasformazioni canoniche otteniamo

Conseguentemente, {

A= 2—2 :Zl+(5t23
— Iy =212+ 5t%(22)2
Z9 = % = Zg
(92’1

o . 1 1 R . .
che mostra che I’ hamiltoniana del sistema, H = §(z2)2 = 5(23)2, e la funzione generatrice del moto
(infinitesimo) del sistema. N

Esempio 5.2 La componente LL - n del momento angolare lungo I’ asse di versore n genera le rotazioni
infinitesime attorno a tale asse.

Ruotiamo il vettore posizione di un punto materiale di massa unitaria (I’ estensione a N punti € imme-
diata) di un angolo infinitesimo 46 attorno al’asse z. Le (5.3) implicano che, essendo L. = xp, — yp.

or = 598LZ = —ydf

ggﬂf X =z —yob
oy = 00—= = x60 — Y =y+zi0
0z =00—2=0

op-

Queste stesse equazioni di trasformazione si sarebbero potute ottenere sviluppando in serie di Taylor la

matrice
cos —sinf 0

sinf cosf® O

0 0 1
a primo ordine di approssimazione, ottenendo cosi la somma della matrice identita e della
509 _g ’ 8 che produce |a stessa trasformazione (infinitesima)
0 0 0 generatada L.

Si nati che la rotazione infinitesima & una trasformazione di punto, per cui i momenti coniugati S
trasformano di conseguenza:

Opy = —pydl
Opy = P00
op, = 0.

©

Esempio 5.3: la quantita di moto di un sistema di punti & la generatrice delle trasazioni infinitesime del
punti stessi.

Se la tradlazione avviene, p.es., lungo |'asse x, la componente p, della quantita di moto genera una
traslazione da,: ancoradale (5.3) s ha

X —x=dx = day; oy=02z=0
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5.2 Dalletrasformazioni infinitesime a quellefinite.

A partire dalla (5.3) & possibile un ulteriore sviluppo della teoria delle trasformazioni canoniche: abbi-
amo descritto |’ azione delle trasformazioni canonicheinfinitesime nei termini (attivi) di uno spostamento
infinitesimo nello spazio delle fasi e vogliamo chiederci ora se, per giunta, una successione di trasfor-
mazioni canoniche infinitesime produce una trasformazione canonica finita (e viceversa: una trasfor-
mazione canonicafinita puod essere scritta come successione di trasformazioni infinitesime?). Larisposta
risiede nell’analisi del sistemadi equazioni differenziali

dZZ' oG

o~ g (54)
ricavato dalla (5.3): la sua soluzione & una curva nello spazio delle fasi parametrizzatada A € R e
gli incrementi 6z, prodotti dalle trasformazioni attive, sono avanzamenti lungo tale curva. Le (5.4)
costituiscono un sistema di 2n equazioni differenziali del primo ordine in forma normale. Assegnati 2n
valori iniziali (valutati in A = 0) ci sara per un’ unica soluzione che scriveremo come

zi =;i(2°,N), (i =1,2n) dove =z =1;(2°,0). (5.5)

Trattando anche le = come parametri, la (5.4) puo essere riscritta come
i 0 3y = ny 96 _., 0%
B ~ i 9z ~ gy,

Zj:wj(zoa)\)

(5.6)

Diventa ora essenziale mostrare che dalla (5.6) discende il seguente:
Lemma: le parentesi di Lagrange

{Zw j}w
non dipendono esplicitamente da ).
Ladimostrazione e diretta:
Dttty =2l OBy 00 O D0 O 0
ox e T MG gz on T Moz a0 ox Moz 'Vkmawm

O 0 (9GO O O 0 M
o020 \ "o, ) ~ 025 9 920 Otbyn wn 025

Immediata conseguenza del lemma & che

0z) 0z
{Zw Zj ( )_{Zw Zj () alg')/lalo—’ﬁj [szz]]_7ij7

dove I’ ultimaimplicazione, basata sulla relazione di reciprocita tra parentesi di Poisson e Lagrange, es-
prime I'invarianza delle parentesi fondamentali di Poisson sotto la trasformazione = — z°. Abbiamo
quindi dimostrato che le (5.5) sono trasformazioni canoniche. Ogni punto della curva z; = 1;(2°,\) €
alora ottenibile con una trasformazione canonica z° — 2 che muove il punto rappresentativo dalla
condizione iniziale ala configurazione associata a generico valore di A. In Appendice G s mostra
che se G non dipende esplicitamente da ), le trasformazioni (5.5) hanno la particolare struttura di
gruppo a un parametro.
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Indicando con 1, la posizione del pun-
to rappresentativo corrispondente al val-
ore ), la struttura di gruppo richiede le
seguenti proprieta:

(@) 1, € latrasformazione identita;

(0) ety =y,

(c)¢_, elatrasformazioneinversadi v, .
Il punto rappresentativo si spostalungo la
curva integrale del sistema differenziale
(5.4) corrispondente alla condizione in-
izide z;(2°,0) = 2. Ad ogni valore
del parametro corrisponde un elemento
1 del gruppo di trasformazioni che de-
termina un ben determinato punto sulla
curva. Il punto si muove con continuita a
partire da z°.

Infatti, dalla (5.6),

dG _0G K  0G _9G  OG |
oN 0% Tay; T oA

d\ — Ov; O

oG _
o

AL+ A
A

spazio
dellefas

0=

curvaintegrale

del sistema (5.4)
Abbiamo visto quindi che ogni trasformazione canonica (regolare) puod essere vista come elemento

di un gruppo a un parametro di trasformazioni; studiamo adesso come esprimere le equazioni per le

trasformazioni finite, a partire dalla funzione generatrice della trasformazione canonica infinitesima.

Premettiamo la seguente proprieta:

0.

oG oG
— =[G,G] + %

Da qui in avanti ipotizziamo che G sia indipendente da A; conseguentemente possiamo riscrivere la

(5.6) come segue:
;i
o\

= [wi(zov A)s G(¢(zo’ )‘))]¢ = [1/%'(207 A)s G(ZO)]ZO' (5.7)

La(5.7) portaad un risultato formalmente essenziae. Infatti, consideriamo lo sviluppo in serie di potenze

di A\ dellafunzione z; = ¥;(2°, \):

’(/Ji(zo, /\) = ’l/)i(zo, 0) + A

Y
O

A=0

BTN
A=0

X’ O

A=0

guesto puod essere riscritto in forma maggiormente significativa se s tiene conto che, facendo uso della

(5.7),s ha
i __ 1,0 0 . 821/’@' _ i 82¢i _ i 0
I\ _[ZiﬂG<zi)]zov 8)\2 - a)\vG = a)\z - I\ ,G [[ZivGLG]ZO
A=0 20 A=0 A=0 :
OPip; D%1h; .
| = [ 3% ,G HGlLGLGl, ecosl via
- 0
Tenendo conto di queste ultime, otteniamo
A2 A3
zi = Yi(2° ) = 2 + M[2), G] + g[[zf,G],G] + ?H[Zg’ G,G),G]+ -+ (5.8)

dacui s vede che le parentesi di Poisson rivestono al’interno del formalismo canonico un duplice ruolo
fondamentale: quello di invariante canonico e questo di elemento formale di base per lacostruzione della
trasformazione stessa.
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Forniamo ora un’ ulteriore e pill sintetica espressione per ¢ introducendo I’ operatore (differenziale
lineare) associato allafunzione generatrice G:

oG 0

G G =G0 g0
i Yy

definito dalla seguente azione sulle funzioni:

A 0G 0
G =g o8 =16, 0
i Y7

z

Applicazioni successive di G saranno indicate con le potenze dell’ operatore stesso: p.es.

G(G() = G*() =[G.1G, f.
Conseguentemente, si ottiene I’ espressione

)\2

. . PRI
zi =20 — NG(2)) + aGQ(zf) - =

che ricorda formalmente lo sviluppo in serie della funzione esponenziadle y = e~ per cuil useremo la
notazione sintetica

zi = e G0, (5.9

]

L’ esponenziazione dell’ operatore ¢, come appare nella (5.9), ci permette di avere infine una sintesi
dell’intero procedimento: I'azione di AG' comporta un avanzamento infinitesimo del punto rappresen-
tativo lungo le curve integrali della (5.3); la sua esponenziazione fornisce un avanzamento finito (per
qualsiasi valore del parametro).

La (5.9) e facilmente generalizzabile a funzioni di = e, atale scopo, € utile premettere alcune con-
siderazioni su una nuova notazione. Si tratta, in sintesi, di fare uso dell’ uguaglianza numerica tra due
campi scalari anche nellavisione attiva, dove in generale F'(z° + §z) # F(2°). Poiché dal punto di vista
passivo permane un’ uguaglianza numerica tra funzione cal colata nelle vecchie coordinate e quella nelle
nuove, possiamo tradurre questa proprieta introducendo la funzione

F\(2°) = F(z) = F(¢¥(2°, ) con Fy(2°) = F(z°).

Lafunzione F), esprime per ogni valore di A la nuova forma funzionale dovuta alla trasformazione pas-
siva: ma cio corrisponde aindividuare una funzione che, calcolata nella condizione iniziale 2°, uguaglia
numericamente la funzione F valutatain z(\). Diremo che F) eil pullback di F' rispetto alla trasfor-
mazione z° — z. L'ideadi pullback & alquanto generale, ma per i nostri scopi ci limiteremo alle fun-
zioni scalari; per una pil dettagliata definizione e una visualizzazione geometrica si veda I’ Appendice
L.

Poniamo orain luce |’ azione, al variare di A, di unatrasformazione continua su unafunzione F'(2°):

do OF OF 0 OF  0G
—A 0 — : = —— = =
B (Z ) ad)z O\ awi’yl] aq/}J {F) G]w [FX’ GLO)

con gli stessi passaggi usati per sviluppare F' = z;, i pud esprimere F)(z°) come serie di potenze di A:

+--=FQ°)+ \F,G]+ ;—T[[F, G, G+

A=0

o o OF)
F(z) = F)\(2°) = Fy(2°) + )\W

A2 02 F),
LECTRVE
o2 ox

A=

15 ricordi I’ approccio formale agli operatori di rotazione per il corpo rigido.
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Anche questo sviluppo in serie di potenze di A pud essere scritto come:

F(z) = e MR ().

(5.10)
Si noti cheil termine di destra della (5.10) € una funzione valutatain z°, dunque € proprio I’ espres-
sione anadliticadel pullback.

Esempio 5.4. Rotazioni infinitesime — rotazoni finite.

Come abbiamo visto, L, = zp, — yp, generalerotazioni infinitesime attorno all’ asse z. Costruiamo
oralaserie (5.9) facendo uso dell’ operatore associatoa L .,

i _0L. 9 9L 9

z =

9 0L.9 0L 9.0 _ 9 9 9 0
Or Op, Oy Op, Op,O0x Op, Oy Py Ops Pa py Y ox oy’
Applicando successivamente questo operatore, si ottiene:

Lﬁ(x) =—x
o 92 3 4
La(5.9) diviene ora X = x—y0—$§—|—y§+;pﬂ+ ......
62 o 63 _
<1_§+I+ ------ )x—<9—§+ ------ >y:wc089—ysm9

che e proprio I’ equazione di trasformazione per |e ascisse quando il sistema viene ruotato di un angolo
finito ¢ attorno all’ asse z.

O
Esempio 5.5. Particella nel campo di potenziale V' = PR
P> mk N . . .
Essendo H = ;— + —5  I’hamiltonianadel sistema, il generatore infinitesimo del moto &
X
ﬁ_E)HQ OH 0  2mk 0

OHO OHO _ 2mko p 0

Oz Odp Opoxr 3 Op mox

Studiamo ora |’ evoluzione temporale dellafunzione F = z2: secondo la (5.10) si ha:
) t?2 4H

z? = eftHx?, = x% + 2tp0x0

m T2 m

Lo sviluppo si arrestaa secondo ordine in quanto
H"(22) =0 per n> 3.

perché compare sempre un termine del tipo [H, H| come si puo verificare direttamente. Se scegliamo le
condizioni iniziali z(0) = z, e #(0) = 0 otteniamo la soluzione

1
2k )\ 2
(xg—i-ﬁtZ) .
0

I"hamiltoniana di un oscillatore armonico e siano z(0) = z, €
m
p(0) = p, lecondizioni iniziali del moto. S mostri che I’ evoluzione temporale e data da

t— x(t)

O

2 2
Esercizio. Sa H = 21'; LS

—tH

z(t) = e Hyy = xgcoswt + 2o sinwt p(t) = e "py = —mwz, sin wt + p, cos wt.
mw
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5.3 Laversione hamiltoniana del teorema di Noether.

Se unatrasformazione infinitesima € pensatain termini attivi, la variazione

5n@:F@_F@%:mf+&yqu:%§0

0z (5.12)
fornisce la variazione numerica (al primo ordine di approssimazione) trai valori assunti da una stessa
funzione nello stesso spazio delle fasi.

Se, per di pil, latrasformazione € canonica, la (5.11), mediante la (5.3), diviene

oF 0G

OF = A
D’altra parte, una trasformazione (canonica) di coordinate comporta una variazione della forma
funzionale dei campi scalari:
2 — 2= F'(2) = F(2°);

volendo quantificare questa variazione, € conveniente confrontare ' e F’ nello stesso punto dello spazio
dellefasi: dal punto di vista attivo e alora utile definire variazione in formala quantita

S\F = Fy(2°) — F(2°). (5.13)
Poiché, sempre a primo ordine di approssimazione, )\ F = F)\(z°) — F(z) + dF, s hache
WEF = 0MN[F,G). (5.14)

Le (5.12) e (5.14) non possono essere in generale utilizzate per valutare trasformazioni infinitesime
dell’hamiltoniana di un sistema, in quanto I"hamiltoniana non segue le leggi di trasformazione di uno
scalare. In altri termini, larelazione

H'(z) = H(2")

indica come la funzione H s trasforma per un cambio di coordinate, ma il fatto &€ che H’ non g, in
generale, la nuova hamiltoniana per le nuove coordinate canoniche. Infatti ricordiamo che la relazione
trale hamiltoniane dei due sistemi canonici connessi da una trasformazione canonica generata da

F = ¢'p; + 00G(q,p, 1)

e datada 5

K(z)=H(2°) + 5)\5' (5.15)
Haallora senso parlare di variazione in forma solo se si confrontano le espressioni funzionali di H e K:
definiamo dunque la variazione in forma dell” hamiltoniana:

AH = K(z) — H(z). (5.16)

Dalla (5.15), e tenendo conto della (5.12), si hache:

6)\% =K(2) - H(?") = K(2) — H(2) + 6H = AH + 6\[H, G).
Quindi,
oG dG
AH = —6\[H,G] + NGy = 0A (5.17)
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Se G & una simmetria dell’hamiltoniana, se cioé G & la funzione generatrice di una trasformazione
infinitesima che lasciainvariatain formal’ hamiltoniana (A H = 0), tramite la (5.17) resta dimostrata la
versione hamiltoniana del teorema di Noether e del suo inverso.

Teorema: ad ogni simmetria dell’ hamiltoniana corrisponde una costante del moto (che & proprio la
funzione generatrice di tale simmetria). Inversamente, ogni costante del moto € la funzione generatrice di
una simmetria dell’ hamiltoniana. Le simmetrie dell” hamiltoniana sono anche simmetrie delle equazioni
del moto.

Quest’ ultima proprieta (che assicura oltre alla covarianza anche I’ invarianza) deriva dal fatto che, se
AH = 0 elatrasformazione & canonica, le equazioni di Hamilton si trasformano come segue:

-0 _) . aH
Zi = Yji A0 2 =Yij a3
v 82’? 82’]'

che palesemente sono equazioni differenziali invarianti in forma.

Esempio 5.6: se un punto si muove di moto centrale nel piano x0y, le rotazioni infinitesime attorno
all’asse z sono simmetrie infinitesime per |I"hamiltoniana. La componente del momento angolare lungo
tale asse &, come sappiamo, la generatrice della trasformazione e, dunque, € una costante del moto.

1 10V
(P20 Py + pydpy) + ———(zdx + ydy),

1
Infatti: H = —
2 2m p Op

m

(02 +p) +V(Va? +y?) = 6H =

ma ricordando la trasformazione generatada L, (vds. Es. 5.2), s haimmediatamente che §H = 0.
Allo stesso risultato si poteva pervenire verificando che  AH = 60[L,, H] = 0. ©

Esempio 5.7: trascinamenti infinitesimi.
Supponiamo che la trasformazione tra due osservatori inerziali consistain un trascinamento infinitesimo
lungo I’ asse delle x:

dx; = tov; oy; = 0; 0z; =0,

e cheil sistemaosservato siaisolato: conseguentemente, lafunzione di Hamilton per tale sistemaé della
forma:

2 2 2
H= § '2—mz t3 E 4:‘/%j(|\xz' — ;1)
7 2,]
ei momenti s trasformano secondo le

5pa:¢ = m;ov; 6pyi =0; 6pz”i =0.

Questa trasformazione € canonica e, come si puo verificare, € generatada G = >, (py,t — mix;). Al
primo ordine di approssimazione,

2 2
K(Z)=H'(Z)+6v) _ Px, :Z%JFZ (p,) —ZPX;?“ +V 4+ ) Px,v

. 2m;
7

uguaglia in forma H. Dunque AH = 0 e G € una costante del moto. Si noti che in questo esem-

: — S . . . 0G o
pio I"hamiltoniana non & invariante numericamente proprio perche e % 0; levariazioni AH e §,H
coincidono solo per trasformazioni canoniche che non dipendano esplicitamente dal tempo. N



54 Generatori del gruppo di Galileo.

Negli esempi di questo capitolo abbiamo dato unarilettura hamiltoniana del gruppo di trasformazioni di
Galileo: rigpetto alatrattazi onelagranglana, oraabbiamo caratterizzato ogni trasformazione mediante un
operatore che la genera: I, L n n, P, (G generano, rispettivamente, le traslazioni temporali, le rotazioni,
le traslazioni spaziali, i trascinamenti. Poiché si parladi gruppo, vale la pena vedere in pratica come si
compongono tradi loro le trasformazioni.

A dnistra sono tracciate, sullo spazio delle fasi, le
soluzioni z = v(2°,t) delle equazioni del moto; le curve
Sono parametrizzate dal tempo e, viste nell’ ambito della
teoriadelle trasformazioni canoniche regolari, rappresen-
tano, ciascuna, la trasformazione generata dall’ Hamilto-
niana. A destra, il parametro € A\ e la trasformazione
canonicaegeneratada G (per es. L;): anchequi lo spazio
Curve integrali, rispettivamente, delle equazioni de”.e faS|_ € trasformato in se St facendo avanzarg !
dz OH dz oG suoi punti lungo le curve qui tracciate (p.es. ruotandoli).

e50

o dt 0z AN dm
ogni curva corrisponde ad una diversa condizioneiniziale.

L’ applicazione successiva di due operatori, p. es. H e L;, risulta ben definita

H(Li(f)) = [H,[Li, f]]-

H e L; sono operatori lineari e non & affatto scontato che si possa permutare laloro azione sulle funzioni:
infatti, sfruttando I’ identita di Jacobi, si ha

Li(H(f)) = [Li, [H, f]] = [[Li, H], f] + [H, [L, f]].

Introduciamo allorail commutatore* trai generatori infinitesimi:

[Li, H|(f) := Ly(H)(f) — H(Li)(f) = [[Li, H], f]. (5.18)

Il commutatore & nullo, per ogni funzione f, se L; € una costante del moto. Questo € un altro
modo di vedere le connessioni tra smmetrie e leggi di conservazione: I'annullarsi del commutatore
significa in pratica che, a partire da una data condizione iniziale, abbiamo effettuato, nell’ ordine, una
rotazione infinitesima e un avanzamento temporal e pervenendo nello stesso punto dello spazio delle fasi
che avremmo raggiunto a trasformazioni invertite. Detto in altre parole, se applichiamo L; siaa punto
iniziale 2° che a punto evoluto z(t), Li(z°) e L;(z(t)) appartengono alla stessa curva del moto: la
trasformazione generata da ; trasforma dungue soluzioni in soluzioni delle stesse equazioni del moto.

Raffiguriamo questa conclusione in modo intuitivo: nella figura che segue, adestra & proprio rappre-
sentata la commutabilita degli operatori, nel senso che per pervenire ad una stessa fase finale, la compo-
sizione delle due trasformazioni non dipende dall’ ordine secondo cui viene effettuata; nell’immagine di
sinistra, a contrario, vi & una generica trasformazione che non rappresenta una simmetria dinamica.

“4non essendoci ambiguita tra le notazioni di funzioni e operatori, useremo lo stesso simbolo per ogni tipo di parentesi di
Lie.
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Nellafigura di sinistral’ azione del generatore G trasfor-
malacondizioneinizialez§ (cui corrisponde lasoluzione
z = (29,t)) in quella z (cui corrisponde la curva
z + 6z z = ¢(25,t)). L'intera soluzione viene pero trasforma-
: 0 tain una curva che non sj sovrappone a z = @(25,1):
fe——— P I"effetto di tutta I’operazione & di aver trasformato la
] soluzione di un’equazione del moto nella soluzione di
una differente equazione del moto.
Al contrario, nella seconda figura, il punto @ & ottenuto
siadall’ evoluzione dinamicadi z$ chedallavariazione iz

75 generata da G sul punto P, che, a sua volta, rappresenta
0 o la fase del sistema raggiunta al tempo dt, a partire dal-

z Z, .. ... . - .
0 lacondizione iniziale z{. La trasformazione (finitao in-

finitesima) generatada G trasformasoluzioni in soluzioni
della stessa equazione differenziale.

L’ annullarsi del commutatore [H, L;] implicache H(L;) = 0, dunque che L, resta costante lungo le
curve del moto. Allastessa conclusione si perviene facendo uso dello sviluppo (5.10) che, per il casoin
guestione, fornisce: )

Lz(Z> = _tHLZ‘(ZO) = LZ‘(ZO).

Generalizzando le considerazioni precedenti a generatori infinitesimi qualsiasi scriveremo, ovvia

mente, che o o
G1(Ga(f)) =[G, G2, 1, (G, Go(f) = [[G1, G2, f1;

Go(G1) =0= (G, &costante lungo le curve generate da Gs.

Esempio 5.8: s esprima in coordinate |’ operatore [ﬁ, ﬁz] elo s valuti per un sistema isolato.
Sfruttando I’ identita di Jacobi e la definizione di generatore, si ha che, per ogni funzione f,

7,20 = (2,1 = 2 B L

A 0 0
H,L,)= —[H, L]vi—.

Analogamente, si possono valutare tutte le parentesi di Lie (commutatori) dei generatori delle trasfor-
mazioni di Galileo: si individuacosi I’agebradi Liedi questi operatori.
Per un sistemaisolato di particelle, d’ atra parte,

2 2 2
Py, + oy, +ps 1
[H L) = |y == 2;}1, =+ 3 Y " Viilllxi = %500, miwipy, — yips,)
N ) T -
1 1,7 .

ov ov Dz Dy, B
Z <8—yzmz - 8—xiyz - mipyi + mipxi =0.

i

Dunque, comeci s aspettava, HL, = L, H.
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6 MOTO DI UNA PARTICELLA CARICA

Nel 1873 Maxwell esponeleleggi fondamentali che descrivono i fenomeni el ettromagnetici. Per sorgenti
situate nel vuoto, laforma differenziale delle equazioni e la seguente:

L egge di Gauss vE-" (6.1a)
)
. JOE .
Leggedi Ampere V xB= Coblo + el (6.1b)
L egge di induzione di Faraday VXE= ~%~? (6.1d)
Assenza di monopoli magnetici V:B=0 (6.1¢)

Accanto ad esse vanno ricordate: | equazione di continuita (contenutaimplicitamente nelle equazioni
di Maxwell (6.1))

. Op _
V.j+ 5% = 0 (6.2
el’espressione dellaforzadi Lorentz
F =q¢E+xAB). (6.3)

Dalle proprietagenerai V - Vx = 0 eV x V = 0 applicate alle equazioni (6.2) si possono esprimere i
campi €elettrico e magnetico in termini di potenziali:

B = VxA (6.43)

E — qusf%A (6.4b)

t )
A e ¢ essendo, rispettivamente, i potenziali vettore e scalare. Ealora possibileriscrivere le equazioni di
Maxwell sostituendo le (6.5) nelle equazioni non omogenee (6.1). Le definizioni dei potenziali non sono
univoche: infatti, per ogni scelta dellafunzione ¢ (x, t), anchei potenziali

oY
E?
soddisfano le (6.5). La funzione scalare ¢ € detta funzione di gauge. (A,¢) — (A’ ¢') e detta
trasformazione di gauge * ; E e B sono gauge-invarianti; |’ arbitrarieti contenuta nella definizione dei
potenziali puo essere rimossa scegliendo una relazione aggiuntiva. Particolarmente importante risultala
scelta (nota come gauge di Lorenz)

¢ =¢— A'=A+Vy

196 _
2ot
il cui effetto & quello di disaccoppiare le equazioni per i potenziali in: 2

VAT 0, (6.5)

O = V2 _c__:_V.E:_E; (6.6a)
OA = —pj. (6.6b)

lgauge & la traduzione inglese del vocabolo tedesco Eich, che significa calibro: la trasformazione di gauge permette di
calibrare ad arbitrio, attraverso una sceltadi v, i potenziali elettromagnetici, senzamodificare i corrispondenti campi osservati
fisicamente. H. Weyl, in un articolo del 1918, parlaper la primavoltadi Eichinvarianz. In realta, giaLorenz (1867) avevafatto
uso di arbitrarietanel potenziae.

2sottolineiamo che tali equazioni sono completamente equivalenti ale equazioni di Maxwell.
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6.1 Descrizionelagrangiana di unacaricain moto in un campo elettromagnetico

Per ci0 che concerne il moto di una particella carica, tenendo conto che

(XAB)-ey =i (242 041y _ (04 04y oA 04
1= 8.7,‘1 8.7,‘2 3 63)3 0.7}1 18%1 181‘1
0 . d[ o . 0A;
S AN g [a—ﬁA'X)} M T
si ha, per lacomponente lungo I’ asse 2 dellaforzadi Lorentz, che
Fi—qBE+%xAB) o1 = ——2 (g6 —qA %)+ | -0 (L4 %)
1=4 1= 8561 4 9 dt 8i‘1 4 '
Dunque, seintroduciamo il potenziale generalizzato
ou d (oU
=q¢ — qA - x icche Fl=——+—|(—-—
U=qp—qA-x, cosicché 1 8x1+dt (&h)’
risulta possibile dare una descrizione lagrangiana del sistema tramite
2=""%2 _4s1qA % (6.7)

2

Esempio 6.1: moto di una carica in un campo elettrico costante.
In questo caso, B = 0 e E = Fe; (F essendo costante). Scegliamo A = 0; dlora, essendo
¢ = —Exy,
L = %5{2 + qFEx;.

Consideriamo I’ effetto su .Z di unatraslazione infinitesimalungo I'asse z1, dx1 = €

d o .
0.7 =eqF = ea(th) == invarianza debole dellalagrangiana
Per il teoremadi Noether si conservalafunzione G = miy — ¢Et, dacui si deduce chelacaricas
muove con accelerazione costante 1 = Kt nelladirezione di E. N
m
Esempio 6.2: moto di una carica in un campo magnetico costante: E = 0, B = Begs, (B € R).
o 0As  0A - : o
PoicheV x A = <8—2 - 8—1> e3 = Begs, unapossibile scelta per i potenziali e
T T2

B
¢ =0; A= 5(—x2e1 + x1€9)

. . . B
La corrispondente funzione di Lagrange L = %x2+q5(x19‘c2—551x2)

einvariante per rotazioni attorno alladirezione del campo magnetico, come s puo verificare direttamente:

(51’1 :—:E2(5(9; B
5o = 2100, => 0. =miiow; + q?(ﬂbgdxl + 21009 — i10x2 — 12031) = 0.
51‘3 = 0;

0% 0% B
— r1 = Lg—f—q—(l'%-i-l'%),

Corrispondentemente, si conserva G = — T+~
81’1 8%2 2
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dove L3 €lacomponente del momento angolare lungo 3. ©

In questi esempi sono state rimosse ad hoc le arbitrarieta dei potenziali sfruttando I'invarianza di
gauge di E e B; maquaerifl ha sulle equazioni del moto il fissare una gauge piuttosto che un’ altra?
Poiché il campo elettromagnetico & gauge-invariante, dobbiamo aspettarci che anche le equazioni del
moto non mutino. Infatti, tenendo conto della (6.8), lafunzione di Lagrange relativa ai potenziali

;. aw r
F=o-5  A=A+Vy
e L =T—q <¢— %—f)—i—q(A—f—Vw)-X:f—i-q (aa—(f +Vw-5(> :D?—i—q%.

E evidente che le due lagrangiane £ e.% sono (banalmente) equivalenti, nel senso che danno luogo ale
medesime equazioni del moto. Non banalmente equivalenti sono invece le due lagrangiane del seguente

Esempio 6.3: s studi una descrizione lagrangiana alternativa a quella dell’ esempio (6.2).
Non presenta alcuna difficolta dimostrare che lafunzione di Lagrange

L =m (a’UQ ln\/i'% + :v% — 21 arctan ﬂ) — qBxq (6.8)
x2

mx1 = qBTa; miy = —qB1.

porta alle equazioni

D'dltra parte, anche la funzione di Lagrange che descrive una carica ¢ in moto in un campo magnetico
costante (vds. esempio 6.2) porta ale medesime equazioni. N
6.2 Descrizione hamiltoniana di una caricain moto in un campo elettromagnetico

Osserviamo anzitutto che per un sistemaan gradi di liberta soggetto avincoli fissi eaforze generalizzate

derivabili da un potenziale generalizzato del tipo U(q, §) = —V (¢) + ai(q)gi, S hache

oT : . . .
pi:a—q+ai:>piQi:2T+aiQi:>H:(2T+aiQi)_(T_V+aiQi):T+V'
1

Nel caso dellalagrangiana (6.8) avremo dunque

0L 1
pi = -— =md; + A = & = — (pi — qAi) ,
0%; m
1 2
H = o (pi — qAi)” + q9. (6.9)
m

H é proprio I’hamiltoniana di un punto materiale nel campo di potenziale g¢, tranne che per il fatto che
al posto di p abbiamo (p — ¢A).
Esempio 6.4: particella carica in moto in campo elettrico costante: simmetrie e leggi di conservazione.
Con le scelte fatte nell’ esempio 1.1, lafunzione di Hamilton diviene
2
H = L. qEx;.
2m

Una costante del moto G deve soddisfare |’ equazione

oG . oG p1  0G oG
[G,H]—FE—O valeadire 8_1:1%+6—qu+§_0’
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della quale una possibile soluzione € G = p; — qE't. Lasimmetriageneratada G e, in base alla teoria
sulle trasformazioni canoniche infinitesime,

oG

0ry = €e— = ¢ op1 = 0.

Op1
Dunque la simmetria € una traslazione: si noti che la funzione generatrice G della traslazione non € la
guantitadi moto, che, infatti, non si conserva mavarialinearmente col tempo. In effetti, anche p; genera
unatraslazione (si ricordi I’ arbitrarieta contenuta nelle funzioni generatrici di trasformazioni canoniche),

ma in tal caso la trasformazione non € una simmetria dell’hamiltoniana: infatti, $H = —eqFE. D’dltra
. . I dG
parte, G genera una simmetria per lanuova hamiltoniana K: AH = i 0. N

Esempio 6.5: soluzione del moto per la particella dell’ esempio precedente.
Vogliamo risolvere il problema mediante esponenziazione dell’ operatore hamiltoniano

OHO OHO __ .9 po

g-dto 49 __p¢ _ P9
dxr Op  Op Ox q dp mox
Otteniamo alora
a:(t):eftgx =z, — tH(z )—i—ﬁfﬂ(az )+ =2 —1—22754—&ﬂ
0 0 0 2 0 0 m 2 ma
in quanto i termini di ordine superiore al secondo sono tutti nulli; inoltre,
p(t) = e Mpy = py + qEt.
. . . . qF
Il moto avviene, come gia osservato, con accel erazione costante, di modulo —. N
m

Esempio 6.6: simmetrie per una particella carica in un campo magnetico costante.

_ 1 2p?
Dal’es. 6.2, s hache: H = D [ 24 g 1 (xf + x%) + ¢B(p1x2 — 1’11?2)}

Lerotazioni infinitesime attorno all’ asse 3 sono generate dallafunzione G = x1py — z2p1 (per mostrar-
lo, basta applicare la trasformazione di Legendre allafunzione G dell’ esempio 6.2). Siccome si annulla
la parentesi di Poisson

1 eB eB eB 1 eB eB eB
G Hl=po— |1+ 22 )+z1 |—— |1+ =22 | |-p1— (P2 — =21 | —22— [ p2 — — 21
m 2 2m 2 m 2 2m 2

G generasimmetrie per H. Questa particolare proprieta di invarianzadi H sara evidente anche nell’e-
sempio che segue. )

Esempio 6.7: soluzione del moto per la particella dell’ esempio precedente.
Costruiamo la soluzione del moto mediante esponenziazione dell’ operatore hamiltoniano

fI—aHi 3H8_qB<qB > 0 qB(qB > 0

Oz Op; B Op; Oz;  2m

——+
8]?1 2m

1 qB 0 1 qB 0 p3 0
——\mt+Fr2) - —(P2— 50| 5~ 5
m 2 or1 m

Per ottenere |e soluzioni in forma compatta, osserviamo che:

—T1 — P2 — X2+ D1 02

2 2
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qB - qB (qB - ¢?*B? 1 qB
(st+ Bap) o o) =~ 25 (ot - b )y = L2 (ot 4 g

: 1 qB . qB (¢B 5 *B2 1 4B
A6y =~ (18- Bat) o Aoy = 20 (Fa 0t )iy = L (38— Bt ).

A partire da questi calcoli, & facile completare il quadro dell’ evoluzione nel tempo:

N Jo . . qB - A qB - N
= Ej = H*(2) =0,  H(p}) = S H(y);  Hpy) = —-H(ay);  H(ph) =0.

Infine, se costruiamo laserie per z1, hellagquale poniamo w = 4z e aggiungiamo e sottraiamo il termine
m

1 qB .
— | p§ — —2x¢ |, otteniamo:
o <p2 5 551)

1 B 1 1 B
x1(t) — ) — — <p% - %wi’) = <p(1) + —x2> sinwt — — (p% — %x?) cos wt
1 qB 1 q 1 qB
PN R SR s _ = (0 _4942 o b= 0 22 0 st
xa(t) — x5 + o <p1+ 5 x2> o <p2 x1> sin wt + (p1+ 5 T2 ) cosw
p3
t) = x5+ =t
z3(t) = 3 + m

Laparticellas muove su di un’elica: infatti, elevando a quadrato le prime due equazioni e sommando
membro a membro, si ottiene I’ equazione di una circonferenza nel piano x3 = costante, di raggio

1 qB 2 qB 2

Osservazioni:
. . .02 .02, - \ .
1. #? + 43 = 2y + 4§ : il moto & uniforme;

2. seponiamo il centro della circonferenza nell’ origine, 2 + 23 = :L‘Cl)2 + xg"’ €, conseguentemente,
s conserva L3: dungue, per ogni asseghata condizione iniziale, esiste un osservatore inerziae (e
uno solo, nel sottogruppo delle traslazioni!) che vede un moto centrale: ¢’ e infatti invarianza per
rotazioni, non per traslazioni.

3. Ancheil caso di caricain moto in campi e ettrico e magnetico uniformi e mutuamente ortogonali
(vaeadireE = Fe;; B = Bes, con FE, B € R) eovviamenteintegrabile: s tratta semplicemente
di ripercorrere buona parte dei calcoli svolti negli esempi 6.5 e 6.7 per ottenere, con un po’ di
pazienza:
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B E 1 B
p] + (121[2’) sin <wt - n?wﬂ) - (pg - (]2:8‘{) cos wt

1 qB B, 1 9B , gk 1 aB
xo(t) = x5 — - <p? + 7:173) + %t+ — <p; - 7:17? sin (wt — — | +— [ p] + Tx% cos wt

D3
(1) = 22 + 53¢
J;S() x3+m

Le orbite sono un po’ pit complicate: le proiezioni sui piani z3 = cost. SOno curve dette trocoidi.

Esempio 6.8: S provi che se il campo magnetico in cui si muove una particella carica varia molto
lentamente nel tempo, si conserva la funzione

1
G:§x-p—(t—|—a)H

Si puo facilmente verificare che larichiestadi variazione molto lenta (s parlaintal caso di invarianza

. R , 2k
adiabatica) e soddisfattada B = ————. Per mantenere la gauge
q(t + )
B B
¢p=0; A= —5 %% Ay = 221 Az =0,

. I . , : 0A
dobbiamo ipotizzare I esistenza di un campo elettrico E = TR Intal caso, avremo:

k
£ = %(x% + .%'% + l’g) + H_—a(.%'ljfg — .%'2331) (610)
1 k? 2k
H = — |p? T4l + - 6.11
o [P T tta) (z1 +23) + = a(plfﬁz T1p2) (6.11)
dove ) "
. x k
1= —|p1+ 2 p1 = mxy — 2
m t+a — t+ao
. 1 kxq Mo 4 kxy
€T = — — =
2T m b2 t+a b2 Tita
Le equazioni di Newton sono ora:
. k . T2 .. k A xr1
1= ——— (239 — ; To=————|221 —
m(t + «) t+ m(t + «) t+ «
Latrasformazione generatada G &
oxy x  (t+a) kxo dre  x9 (t+«) kxq
0T1 _ %1 : oz %2 - 6.12
€ 2 prt t+a)’ € 2 m b2 t ( )
op1 p1 k 2z Op2 p2 |k k2,
— = - — _ — == 4 — — 6.13
€ 2 mp2+m(t+oz)’ € 2+mp1+m(t+oz) (613)
Non e difficile verificare che, al primo ordine di approssimazione, s ottiene:
K(Z)=H'(Z)+ 0G _ L 102 4 2p1op1 + 2podps + K (x3 + 23 + 221021 + 229029) +
= €E— = — —S X X xr10x o0
ot om p P10p1 P20P2 (t+ )2 1 2 1021 2022
2k OH
+t+—a(p1$2 — z1p2 + p1oxo + 220p1 — T16p2 — p25$1)} —¢ <H + (t+ 04)@) =0.

Dungue G generaunasimmetriaper H e, dunque, si conserva durante il moto.
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6.3 Esercizi relativi al moto di unacaricain un campo magnetico uniforme

[ partadallalagrangiana (6.9) per descrivere il moto in oggetto. Si determini tale moto sfruttando
il metodo di riduzione di Routh.

[ scrival” hamiltoniana corrispondente allalagrangiana (6.9) e si determini il moto dellaparticella
risolvendo |’ equazione di Hamilton-Jacobi.

[ Sl studi I’ effetto della trasformazione infinitesima
0x1 = —€do; 0x9 = €X1
sulla descrizione del moto della particella.
S provi cheil cosiddetto vettore di Landau
K = gB(—xz2e1 + x1€2) + mx
e costante durante il moto della particella, e si scrivano le ssmmetrie infinitesime da esso generate.

Risposte ai problemi

[Elevidente che, essendo z5 ciclicain
T
L =m <a’:2 ln\/a':% + x% — &1 arctan —1> — qBux1,
T2

. 0% ) .
S conservaa = e Invertendo tale relazione si ha:
T

iy = /a? — @2, dove, per brevita, abbiamo posto a = em L.

Lafunzione di Routh risulta essere allora:

0.7
R=Y% —i9— = —my/a® — &2 — mdy arctan > — qBux1.

Ty
Dizo ! Va2 —i?
Come sappiamo, aquesto punto il sistemaée ad un grado di libertaed € lagrangiano, con R funzione
di Lagrange. L'integrale di Jacobi e dato da

OR
C=t1——R;
1o
.. OR i L
quindi : —,:—marctanL@C:m a? — i? + qBzy, dacui Siricava

Oiry a? — @3
_1
dxq 2 9 C — qBxy 2 1 C — qBxy 2] 2 m du
— ] = 1—- —— t=—[dx|1l— | ——— = | —.
<dt> “ [ < ma = a/ v ma qB/\/l_UQ

C a qB
Integrando, 1 = — — —coswt conw = — |.
mw w m

Per compl etare la soluzione, dobbiamo esprimere anche x5 in funzione del tempo. Siccome &1 =
asinwt, R = —mawtsinwt — C; dunque,

oR . a .
ro=— | —dt=a | wtsinwtdt = —(wt coswt — sinwt)
Oa w
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00000

[Tk trasformazioni di Legendre diretta e inversa sono, rispettivamente,

P2
i . _ e p
— _ tan —— T = sin
p1 m arctan By e m
—
. . D2
pgz%ln(:c%—}—xg)—km m
b1
T9 = —— COS —.
m
Conseguentemente, lafunzione di Hamilton assume laforma
R |
H =me cos — + qBux1, (6.14)
m
e |’ equazione di Hamilton-Jacobi si scrive come
& o2 -1 1 OW-
me” °  cos <——1> +qBz = F;
m 0x1

per essa cerchiamo una soluzione del tipo S = Wy (x1, B, a) + Wa(za, E, o) — Et. L equazione
e evidentemente separabile:

E
m wy ! m T Wl
e = o; ——— = .

19w
Ccos <E —6111 )
Abbiamo allora subito che

F
Wy =m(1 4 Ina)zs; % = 1 arccos ( — w:m) =
0x1 moa o

mao ) w FE w E w 2
Wy =—— — — —x1 Jarccos | — — —x1 ) — /1 — | — — —x1
w mo mo o« moa o

Conseguentemente, le equazioni della trasformazione canonica generata da .S forniscono:

oWy (E w )
p1 = —=—— = marccos | — — —x1

o0x1 moa o«
pgz%—z/j = m(l+lna)
05 _ oW, 1B e
Y 9E — OE N waCCOS ol

W

52=§ = Q—I—mm:msinﬂ—i—mm-

o Ooa o w m o«

Seguendo la procedura usuale, valutiamo le precedenti equazioni al’istante iniziale t = 0 ed
esprimiamo le coordinate canoniche (costanti) mediante le condizioni iniziali. Otteniamo:

0 0

P P
em ¢ em
E:m—cosﬁ—i—mwa:‘{; a=—
e m e
pO m pO 7p_%
51:__1; ﬁ2:—sin—1+m$gee m.
mw woom



Infine, esprimendo levariabili canonichedi partenzain funzione delle condizioni iniziali otteniamo
le espressioni dell’ evoluzione temporale:

P}
em 0 0
r1(t) = ZL‘?-F—(COS&—COS(&—O.M))
ew m m
5
em 0 0
zo(t) = m%—k—(sin&—sin(&—wt))
ew m m
pi(t) = pl —mwt
p2(t) = ph.
O00O0

[Tk trasformazioni infinitesime delle z; determinano quelle dei momenti coniugati (essendo nota
I” hamiltoniana). Infatti, daun lato e trasformazioni di Legendre inverse

. 1 B . 1 B
rp=—|p1+ s x2 | ; Ty = —|p2— q—xl (6.15)
m 2 m 2
B . ) B B
1y = —— p2 — %161) ; gy = L4 6—(21 p1+ _q2 z2 | ;
implicano sia m che mn m
€ qB . _0p2  ¢B qB
dzg = — (p1+ S22 0t =——+e — (p2— 521 );
2 m 2m 2
e, d altro canto, le equazioni di Hamilton comportano:
. e (OH qBOH qB qB
oty = [P, Hl=—|5—+ 75— | =c— - ;
T [ Z1, ] m (8.7)2 + 92 8p1> €m2 (pl + ) €2 |3
. e (¢qBOH OH qB qB
X2 [ €2, ] m < 92 apQ 6x1 €m2 D2 9 X1 |,

per cui, infine,

Latrasformazione infinitesima che stiamo trattando ha due precise caratteristiche:

[nbn e canonica. Infatti, le equazioni per lafunzione generatrice G
oG _ 1 qB \  0G _1( 4B \
(9p1_ mPQ 5 153 Bpg_m P 5 23

non hanno soluzione in quanto derivando la prima rispetto a p; S ottiene ——, mentre la
m

. . \ 1
derivata della seconda rispetto ap; e ugualea —.
m

[—€luna simmetria per le equazioni del moto. Consideriamo, per fissare le idee, |’ equazione di
Hamilton
1 qB

T1 = —p1+ 5%
m 2m
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se applichiamo ad essa la trasformazione in oggetto, otteniamo:

. . . 1 B
T =X — 011 = E(Pl — 5])1) + g—m(Xz — 51‘2) 0

. P ¢B qB qB qB qB qB qB
X =2 e = X, e = = =
L= T <p1+ 5 $2>+2m 27653 1+ 5 L2 +€m2 1+ 5 L2
. P, B
— X, = L4+ P
m  2m

Osservazione: s verificafacilmente che

B B B 1 B 1 B
0H = “om \ P27 q—$1 5l‘1+q— p1+ q—$2 dwat+— | p1 + q—mz opr+— | p2 — q—xl op2
m 2 2m 2 m 2 m 2

B \? B \?
(pz— %xl) + (p1+q7xz> ] # 0.

Non essendo canonica la trasformazione si perde dungue il legame simmetrie delle equazioni del moto «»
simmetrie della funzione di Hamilton.

00000

[—Alpplicando a vettore di Landau le trasformazioni di Legendre (6.16), si ha:
B B
K= (Pl — %5@) e + (Pz + %m) €y + pses.

E facile mostrare che

QQBQ

4

1
K1, H] = 0= [K>, H], dove H=_— [p2 + —— (21 + 23) + ¢B(prw2 — x1p2)

E interessante a questo punto mostrare, come deve essere, che il vettore di Landau & costante
anche durante il moto generato dalla funzione di Hamilton (6.15): le descrizioni del moto sono
infatti, come abbiamo visto, equivalenti. C' e solo da prestare attenzione al fatto che dobbiamo qui
applicare a vettore di Landau le trasformazioni di Legendre definite dalla funzione di Lagrange
(6.9). Abbiamo alora:

P2 P2

em em
K :—qug—m—sinZﬂ; KQ:qul—i—m—cos&.
e m e m

La parentesi di Poisson di tali funzioni con lafunzione di Hamilton (6.15) & uguale a zero, come
si puo facilmente verificare.

Per cid che concerne le simmetrie infinitesime generate dal vettore di Landau bisogna distinguere
trale due descrizione: in entrambi i casi, come si puo verificare, restano invariate le corrispettive
funzioni di Hamilton ma le espressioni delle trasformazioni sono diverse, essendo diverse le
funzioni generatrici. Per esempio, al’interno della prima trasformazione di Legendre, K; =
p— By genera

0K,
op1

B
5$1=€ = € (5%’220 (5p1:0 (Spgze%.
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D2

. . em
Nella descrizione alternativa, K1 = —¢Bzo — m—g sin 2L genera
m
P2 P2
em em
0xr1 = —€—— Cos P dxe = —e——sin P op1 =0 0ps = €gB.
e m e m

7 Appendici

APPENDICE A: Reciprocitatrale parentes di Poisson edi Lagrange.
Dalle definizioni,
0z; 0zj 0Ag  0A, 0z; 0A, 0z 0Ay

oA %jaA Do 'Yk:la 5gk%ﬂkzzaA B - AL B Oem

{Aa, Ag}lAp, Ay] =
dove si etenuto conto che, per le proprietadellamatrice T,
Yik + ki = 05 YkiVel = il

APPENDICE B: Identita di Jacobi.
Essendo 5
segue che: [[E, F,G] + (I, B, F] + [P, G] E] =

' 0’E 8F8G OE 0°F 0G n 0%G 0_E8_F+% 0’E 8_F
ikl 8zk8zi 82]- azl é?zz azkaz] az Rl 020z 0z; 0z, 0z 0202 0z,

(PF0GoE OF G 0B\ _ . OB OF0G _
Tk 02j0z, 02 0z; Oz, 02;02 0% = i kLT kY 021,0%; 0zj 07 -
a causa dell’ antisimmetria della matrice I'; s noti che questa € |’ unica proprieta di tale matrice che
interviene nella dimostrazione.

APPENDICE C: Proprieta delle parentes di Lagrange.

Si puo facilmente dimostrare che

(i) {Aa,Ag} =—{A43,A.} (antisimmetria)
(i) {Aa, As} = 1{Aq, A} VAeR

0 0 0
(”l) %{A@Av} + a—AW{Aa’AB} + a—A/B{A%Aa} - 0,

dungue vale la (iii) a posto dell’identita di Jacobi. Conseguentemente la parentesi di Lagrange non &
unaparentes di Lie.
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APPENDICE D: Invarianza canonica delle parentesi fondamentali.

Dal principio ampliato di Hamilton otteniamo:

A arF _ Jgi 0q; 0qi or or . OF
PQi — K =p;ig; — H + dt —pzanQk+pza Pk+pz8t H+8Qka+ PP L+ o’
OF Oqi
—— =P, —p;
. 0Qr "ok
dacui s ottengono le (k=1,n)
oF _ 4
op, ~ op
dq; OF
oltreadla K=H—p— 5% oL
Se latrasformazione & canonicala F' soddisfale condizioni di integrabilita delle equazioni sopra scritte:
9 9qi ) 9 < 8‘]1‘)
P, =— (P —pi=— D1
o (B-riage) = 5ge (B 90 O
0 aqi _ 0 Oqi
P <p’ aPk> ~ OP; (p’apj> (D2)
9 O\ _ 9 (04
op; (P’“ _pZaQJ ~ 0Qs ( pzaP) | (B3)

Questetre relazioni, rispettivamente, equivalgono all’ invarianza canonica delle seguenti parentesi fonda-
mentali di Lagrange

{Qk, Qj} =0; {Py, P} =0; {Qg, Pj} = ;-

A partire daquest’ ultima, etenendo conto dellareciprocitatrale parentesi di Poisson e Lagrange mostrata
nell’ Appendice A, otteniamo che

{Qk, Pj}[P}, Qi) = —0ri = 0[P, Qi] = —Oni;
inoltre,
{Qw, Pj} [P}, Pi]| = =0k = [Py, P;] = =6y

dove s deve notare chegli indici & e i vanno presi diversi traloro, poichéfin dal’inizio si assume j # i:
il caso [P;, P;] = 0 € conseguenza banale della definizione di parentesi di Poisson. In definitiva, abbiamo
provato che:

0, in notazione compatta (se = — Z € latrasformazione canonica),

[Zks Z5] = ks

Le parentesi fondamentali di Poisson mantengono dunque lo stesso valore, anche quando vengono
calcolate nelle nuove variabili canoniche: sono invarianti canonici.
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APPENDICE E: Letrasformazioni di punto sono canoniche.

Le trasformazioni di punto (¢, ) — (Q, Q) sono caratterizzate dal fatto che Qr = Qr(g, t), dunque:

0Qk 0Qk

. . . 0q;  Og;

8Qj B an'

(E1)

Introducendo adesso la funzione .2/(Q, Q,t) = Z(q,,t) e ricordando la definizione di momento
coniugato, s ha
8.,%/ o (‘LZ” Oqj o aq]‘

P="—=== = E2
* oQr 945 Q) Poqy, (52
e, inversamente, 50
_ Ik

Dungue abbiamo stabilito una trasformazione nello spazio delle fasi: mostriamo che per essa esiste
sempre una funzione generatrice:

p = O 0Qup
7T 9 0g "
o (j=1,n)
_ 72 _ 0.
L e seconde n equazioni indicano che
Py = Qr Py + Mg, t);
sostituendo quest’ ultima nelle prime n equazioni, si ha che
ox 0 0
- + &Pk = &Pk = 5 = Q1P

qu 8qj 8qj

Osservazione: le leggi di trasformazione (E1) e (E2) mettono in evidenza la diversa natura dei vettori, a
seconda che appartengano a fibrato tangente o a quello cotangente allo spazio delle configurazioni.
Infatti, esiste una classificazione dei vettori in base alle loro proprieta di trasformazione, che e bene
ricordare qui: la (E1), che mostra come le nuove componenti del vettore velocita s ottengono moltipli-
cando le vecchie per lo jacobiano della trasformazione, stabilisce che lan-upla (¢1, . . ., ¢,) rappresenta
le componenti di un vettore controvariante. D’ dtrapartele (E2) sono leleggi con cui si trasformano le
componenti di un vettore covariante. Dunguei momenti coniugati sono le componenti di un (co-)vettore
e hanno un significato geometrico come le velocita generalizzate.

APPENDICE F: Letrasformazioni di scala.

Siano o, 5 € R, e consideriamo le trasformazioni di scala

qi Pi .
Q=" : (i=Tmn) (FD)
Comessi trasformano le equazioni del moto e le parentesi di Poisson?
Q_l@H_L@H’ _ 1o0H 1 0H'
" adp  aB op Y B0y aBoQ;
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(con H(q,p,t) = H'(Q, P,t)); esse sono equazioni di Hamilton a patto di scegliere come hamiltoniana

K:% dove )\ = agb.

Inoltre, dalle proprieta delle parentesi di Poisson, abbiamo che, se 2 — Z elatrasformazione di scala

considerata,

oF oG
[F,G]. = 8—Zi[Zi’Zj]8—Zj = MF,G]z.

Infine, la condizione simplettica (5.3) diviene:

ATJT =T

APPENDICE G: Letrasformazioni canoniche come gruppo a un parametro.
Vogliamo mostrare che se lafunzione G generatrice di una trasformazione canonicainfinitesima

5Zi = (5)\%7% (Gl)
J

non dipende esplicitamente dal parametro )\, la trasformazione canonica z; = ;(z°, \) gode della
seguente proprieta
Vi(¥(2% A1), A2) = i (2% A1 4 Aa). (G2)
La(G2), in sintesi, esprime lalegge di composizione
1/})\2 Ow)\l - '¢A1+)\2- (G3)

Per dimostrare la (G2), prima di tutto notiamo che essa € verificata per Ao = 0: infatti, ¢(2°, A1) €la
condizione iniziale per ¢, €, ricordando che v;(2°,0) = 2°, si ha conseguentemente che

WW(ZO» >‘1)’ O) = 1/%'(20, >‘1)

Differenziando separatamente ciascuno dei due termini della (G2) rispetto a A, ericordando l1a (6.6),
otteniamo, rispettivamente,

o 0G(¢
TR WL A0Ne) = ) (@)
2 7 Agi=1;((2°, 1), 2)
o, oG
af (2% A1+ A2) = 75— @ (G5)
2 ¢] ¢;=1;(20A1+A2)

che rappresentano due equazioni differenziali (con variabile indipendente A;) uguali in forma: dunque
i due termini della (G2), essendo soluzioni della stessa equazione differenziale e coincidendo per la
condizioneiniziale Ay = 0 devono coincidere per ogni valore di \y.2

Osservazione: se GG dipendesse esplicitamente dal parametro, nella parte destra della (G4) avremmo
lafunzione G(z°, \2), mentre nella (G5) comparirebbe G(2°, A1 + A2) , poiché in essail parametro che
fornisce |’ avanzamento di z° appare sempre come A1 + 2. Main presenzadi tale differente dipendenza
esplicitadi G da parametro, i termini di destra delle (G5) e (G6) non avrebbero la stessa forma; le due
equazioni non sarebbero uguali in forma.

3Questa implicazione & conseguenza del teorema di unicita della soluzione delle equazioni differenziali ordinarie.
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APPENDICE H: Derivazione gener ale della condizione simplettica.

La richiesta piu generale di canonicita di una trasformazione = — Z & che per ogni funzione di
Hamilton H, esistaunafunzione K tale che
0Z; OH 0Z; 0K

= ijoe (H1)

Zi: i
92 %oz T ot T Moz,

Moltiplicando entrambi i membri della (H1) per +;;, S ottengono le:

0K 07, 0H 07,
o7, = YiVjka_— Oz 8 + Vil ot

0K 0z,0H 0z,
L L P PR T

dovelaseconda equazione & stata ottenuta sostituendo I’ indice libero I con m. A questo punto imponiamo
la condizione (necessaria) di integrabilita, ottenuta derivando le due eguazioni, rispettivamente, per Z,,,
eperZ;:

Oz 0 0z;0H | 0%\ _ 0% 0 ( O0ZOH 0%
0Zm 02 \ V02 02, T 08 ) T 92,02 \ 50z 02, T ™ 0t

moltiplicando entrambi i membri per 02 02 si hapoi:

8Za 82’5

02,0 ( OLOH 0%\ 040 (  OZOH 0Z
025020 \ %0z 0z T V0L ) T 020 025 \ V%02 02 T ot )
Unavolta eseguiti le derivate e gli opportuni raccoglimenti, quest’ ultimadiviene:
(07, 9*Zi 07 9% OH 0%, 0% OH 0% 0Z;  0°H
ik 82/37”62]-620‘ 8za%l82’j825 0z, 82’/3%l82j%k82a0zk 8za%l62j%k0258zk
0% 00707 007
025 'Ot 0zo 0z 'Ot Ozg
Ancora, scambiando opportunamente traloro gli indici ripetuti e riordinando i vari termini, si ha:
(07, 92 0z 97 \OH 0% 0% 9H
ik 325%1 02024 8za%l 0z;0z3

=0.

a—zk 3,2]' " (925 m@zaazk

om_on oo (0% 0%\ _,
0z; %lﬁza%k(‘)zg@zk ot \ 0z, Zlazg '

0Z; 07, 0’H

Indicando con A3 = {2,238}, = 5, i, econ H,p = S perviene a
Za %

020025’
0
ot

La (H2) deve essere soddisfatta per ogni hamiltoniana: deve essere allora separatamente uguale a zero
ogni termine che contiene un dato ordine di differenziazione di H:

[Aag, H| + AjgvikHor — AjayinHpr + = 0. (H2)

AigvikHok — AjayinHpr (H3)

= [Aag, H] (H4)
0Aus

0 5 (H5)
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La (H3), essendo valida per ogni H, implica che 88
.

non dipendono nemmeno dal tempo e dunque sono E)uramente numeriche. Se consideriamo la (H4),
infine, osserviamo che una possibile scelta per gli elementi A, €

= 0. La(H5), poi, ci dice che le quantita A,

Ajﬁ’yjk = Céﬁk, ceR.

Quindi abbiamo il seguente risultato finale: una trasformazione delle coordinate dello spazio delle fasi
z — Z trasformaequazioni di Hamilton in equazioni di Hamilton se

{Zav'zﬂ}z = CYap- (H6)

Nella (H6) sono comprese, oltre alle trasformazioni canoniche (¢ = 1), quelle di scambio (¢ = —1) e
quelle di scala.

APPENDICE N: |l gruppo di Poincaré

r -—-rB 00

L -'B T 00
Lematrici di Lorentz o= 0 0 1 0o (M1)

0 0 01

sono isometrie per la metrica di Lorentz, vale a dire lasciano invariata la metrica ¢ dello spazio di
Minkowski mediante unatrasformazione di congruenza:

ofga=g. (M2)

Questa condizione ci assicura che le trasformazioni sono ortogonali, non perché latrasposta coincida con
I’inversa (come avviene nella notazione complessa, dove lametrica & euclidea), main un senso pid lato.
Se, infatti, la condizione di ortogonalitarichiede I’invarianza del modulo dei quadrivettori, si ha che:

R =aR = R"Tgﬁ’ = (aﬁ)Tgaﬁ = RTy4R.

Leproprietadelletrasformazioni di Lorentz sono basate essenzialmente su duerichieste: le equazioni
di trasformazione z# — x*' tra due osservatori inerziali devono essere lineari; la velocita della luce
dev’' essere la stessa per entrambi. La questione &: e equazioni di trasformazione generate dalle matrici
« sono le uniche, o le pil generali, che soddisfano atali richieste? Larisposta € negativa e vedremo ora,
molto schematicamente, in cosa consiste questa maggior generalita.

’ Il gruppo di Lorentz omogeneo

E evidente che ogni trasformazione ortogonale in R da luogo ad una trasformazione ortogonale
nello spazio di Minkowski: infatti, se A € O(3,R), basta considerare lamatrice

1 0 0 0

0 a1 a2 a3
0 a21 a2 a3
0 a31 as2 ass3

La condizione (M2) & dungue soddisfatta, piu in generale, da un gruppo di rotazioni A nello spazio
tempo, caratterizzato da 6 parametri. Questo gruppo € detto di Lorentz omogeneo, ed e designato con il
simbolo O(3, 1) (i numeri s riferiscono alla segnatura della metrica). In realta questo gruppo (che e un
gruppo di Lie) & costituito da componenti, non connesse fradi loro, che vale la pena anaizzare.
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Prima di procedere, sottolineiamo due conseguenze della (M2): daun lato si hache (detA)? = 1 e,
d' altro canto,
Agg,lonV = Joo = Ago - (A%o + Ago + A:’?o) =1

quest’ ultima relazione comporta |Ay| > 1. In analogia con la distinzione tra rotazioni proprie (ele-
menti di SO(3,R)) eriflessioni, qui operiamo una prima suddivisione tratrasformazioni di O(3, 1) con
determinante +1 e —1; una seconda suddivisione saraindividuata dal segno di Aq,.

|11 gruppo di Lorentz proprio|

Tale gruppo € caratterizzato dadet A = +1: ma bisogna notare che anche la matrice —1, che gen-
eral’inversione ¥ = —Z, ha determinante +1. Dunque SO(3,1) € composto da rotazioni proprie in
R3, trasformazioni di Lorentz pure (i trascinamenti generati dalla (1)) e inversioni. Siccome vogliamo
individuare gruppi a un parametro di trasformazioni, daremo ora una condizione per eliminare quelle
trasformazioni che non sono connesse con continuita alla trasformazione identita.

] I (sotto-)gruppo di Lorentz proprio ortocrono‘

Questo sottogruppo € caratterizzato dallacondizione: [detA = +1; Ay > +1,

ed eindicato con SO(3, 1)T (o, anche, con Ll); le trasformazioni da esso generate sono dette di Lorentz
ristrette. | suoi elementi sono la composizione di rotazioni spaziali e trasformazioni di Lorentz pure. Si
pud mostrare che, oltre atrasformare lo spazio di Minkowski in se stesso, conservano ladisposizione
delle regioni delimitate dal cono luce (quindi, trasformano vettori di tipo tempo in vettori di tipo tempo).
A partire dalla trasformazione identita S pud costruire qualsiasi elemento di SO(3,1)" con continuita
Quest’ ultima fondamentale proprieta permette di costruire (vds. Goldstein §7.4) un isomorfismo locale
traSL(2,C) e SO(3,1)T del tutto analogo a quello, studiato, tra SU(2,C) e SO(3,R); in questo caso,
le matrici Q non sono unitarie ma semplicemente unimodulari e permettono comungue, analogamente a
guanto evidenziato nell’ ambito della cinematicadel corpo rigido, alcune utili semplificazioni nei calcoli.

Esempio ( :coi ) _ ( coshé  sinhé > ( a0 )

—_— 2! sinhf coshd x!
rappresenta I’ usuale trascinamento, che comporta ' = AyZ; & facile vedere che Ay, Ap, = Ag,+0,.
Dungue non solo il prodotto di due trasformazioni ristrette € ancoraristretta (cosa che non & pil vera per
le altre componenti di O(3,1)% masullavarieta SO(3,1)" & possibile anche definire curve (sottogruppi
a un parametro). Per cio che riguarda I'algebra di Lie dei suoi generatori, s pud mostrare che
sono operatori differenziali lineari che lasciano invariata la metrica; al solito, la loro applicazione alle
coordinate dello spazio tempo produce variazioni a primo ordine, la loro esponenziazione fornisce la
trasformazione di Lorentz finita. Per esempio, per cio che riguardale trasformazioni di Lorentz pure, si
ha: 5

A ..0

A PR P ApZ.

- ozt 020

Il gruppo di Lorentz non omogeneo

Anche le traslazioni nello spazio di Minkowski

— — — —
r— T =x+a

4che non hanno dunque la struttura di gruppo.
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sono trasformazioni che collegano due osservatori inerziali e conservano la velocita della luce. Per
definirle sono necessari 4 parametri (le componenti a*). Dunque la pil generale trasformazione dello
spazio tempo in se stesso che siain accordo con i postulati di Einstein €

FToTF =AF+a

con A € O(3,1). Tale gruppo di trasformazioni a 10 parametri € anche detto GRUPPO DI POI NCARE.

La successione dei sottogruppi che abbiamo esaminato si pud schematizzare come segue:

A€ SO(3,1)" € SO(3,1) C O(3,1) C gruppo di Poincaré.

APPENDICE O: Formulazione covariante delle equazioni di Maxwell
Definiamo tensore di Faraday il tensore antisimmetrico di rango 2, definito sullo spazio di Minkowski,
di componenti
v H
FW:C<6<I> 09 )7
0r, Oz,

dove ®” sono le componenti controvarianti del quadri-potenziale, x,, quelle covarianti del vettore po-
sizione nello spazio di Minkowski. Dunque, per esempio,

ooy  99°
o __ _ .
Fr=c ( 0z, 8:1:,,) ’

al variare di v abbiamo tuttalaprimarigadellamatrice 4x4 formata dalle componenti del tensore. Infatti,

Fr=0e 0A; 9 (®
0i __ { il — .
F _C(act+8xi<0)) Es-

13 3 1

cosicché, completando i calcoli s ha:

Si vede poi che

0 —-FEy -—Fy -—F;
E1 0 —CBg CBQ
E2 CB3 0 —CBl
E3 —CBQ CBl 0

FH =

Per esercizio, si pud provare che, definendo le componenti covarianti del tensore di Faraday come

Foy = c <8(I>y 8<I>#> ,

oz Oxv

s hache F# = gho g"AF .

Forma covariante delle leggi di Gauss e Ampere




Proiettando lalegge di Ampere sull’asse 21, Si ha
0B85 0B85 1 0F, . .
022 98 2 ot MV
guest’ espressione diviene, nella descrizione quadri-dimensionale,
8F21 aF?)l aFOI
Ox2 + ox3 + OxY
D’ dtra parte, lalegge di Gauss assume laforma:
aFIO 8F20 8F30 B ls_o

= clips’.

Ozl Ox? ox3 € C ;
complessivamente le due leggi s sintetizzano in
OFH
fgi = CHos”, (MD)

dove s sottintende una sommasu 1 da0 a 3.

1%

Proposizione: Ciascun termine (dove non e sottintesa alcuna somma) e la componente di un

quadrivettore.

Dimostrazione: consideriamo latrasformazione

ox'
ox¥
rispetto alla quale un quadritensore si trasforma come segue:

F'™ = ool F7Y = FM = (a)™" (k)" F'77.

't = ala?, dove (a¥) = < ) e|’usuale matrice di Lorentz,

Conseguentemente, derivando quest’ ultima rispetto a =+,

oFm 9 Lol ey 027D 1 el e
g = g (@) (@) F7) 5 = g (o @) (@) 7 ) =

0 =1 o —1 OF'P"
Oz'P <(a’y) Flpv) = (qu/) ox'P

La proposizione ci garantisce allora la covarianza della (M1), in quanto questa € un’ equazione che
uguaglia due quadrivettori, e ogni trasformazione di Lorentz che trasforma la descrizione di un osser-
vatore inerziale in quella di un altro osservatore inerziale manterra la medesima forma vettoriale di tali
legai fisiche.

‘Forma covariante delle leggi di induzione e dell’ assenza di monopolo magnetico

Seguendo il precedente approccio, abbiamo che la proiezione dellalegge di Faraday-Lenz sull’ asse z*
OE3 0E; . 0B
ox? Oz ot

=0,

S riscrive come

OF"S  9F%  9F*®
=0.
8x2 + 6903 + axo

Questa legge e la quarta equazione di Maxwell (V - B = 0) s sintetizzano come

OFH  QF"  QFM
+ +

Oz, oz, 0z, =0 (M2)

La(M2) e covariante nel senso cheil termine di destra e un tensore nullo.
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