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Argomenti
e Test Chi-quadrato per la differenza tra due
proporzioni (campioni indipendenti)

e Test Chi-quadrato per la differenza tra piu di due

proporzioni

e Test Chi-quadrato per I'indipendenza



Test Chi-quadrato per la differenza tra due
proporzioni

e |l problema della verifica di ipotesi sulla differenza tra due
proporzioni (test Z) puo essere affrontato anche con una
procedura alternativa basata su una statistica test la cui
distribuzione tende ad approssimarsi con una
distribuzione chi-quadrato (y?). | risultati ottenuti
saranno del tutto equivalenti a quelli dalla statistica Z

e Se siamo interessati a confrontare le proporzioni di casi
che presentano una certa caratteristica in due gruppi
Indipendenti possiamo costruire una tabella a doppia
entrata (o di contingenza) di dimensioni 2x2 nella quale
sono riportati il numero (o le percentuali) di successi e
Insuccessi nei due gruppi



Test Chi-quadrato per la differenza tra due
proporzioni

Variabile di colonna (gruppi

Variabile di riga 1 2 Totale
Successi Xi X X
Insuccessi m =X ns — Xs n—X
Totale m s n
dove X1 = numearo di successi nel gruppo 1
X, =numero di successi nal gruppo 2
ny =Xy =numero di insuccessi nal gruppo 1
Ny —X; =numearo di insuccessi nal gruppo 2
X =X +X; = numero totale di succassi
n=X =im - Xj)+ (ny — X5) = numero totale di insuccessi
ny = ampiezza campionaria del gruppo 1
n, =ampiezza campicnaria del gruppo 2
n = {ny + ny) = ampiezza campicnaria totale
e Ad esempio
Albergo
Tornera nell’albergo Beachcomber Windsurfer Totale
Si 163 154 317
Mo b4 108 172
Totale 227 262 489




Test Chi-quadrato per la differenza tra due
proporzioni
e Per verifica l'ipotesi nulla secondo cui non c’e differenza
tra le due proporzioni
Hy: =1,
contro l'alternativa
H,: 1, # 1,
si pud considerare la statistica 2

Statistica test y? per la differenza tra due proporzioni

= (/o= /) (11.1)

tutte le celle J[e

e La statistica y? si ottiene calcolando per ogni cella della
tabella di contingenza la differenza al quadrato fra la
frequenza osservata (f,) e quella attesa (f,), divisa per £, e
sommando quindi il risultato ottenuto per ogni cella



Test Chi-quadrato per la differenza tra due
proporzioni
e Per calcolare la frequenza attesa si deve tener conto del

fatto che se l'ipotesi nulla é vera la proporzione di successi
e insuccessi € la stessa nei due gruppi e le proporzioni
campionarie dovrebbero differire solo per effetto del caso.
In questo caso per stimare il parametro 1 conviene
utiizzare una combinazione delle due frequenze
campionarie, indicata con p

Calcolo della proporzione globale di successi
X +X, X

n+n, n

pP= (11.2)

e Per calcolare la frequenza attesa f, per le celle relative al
successo (prima riga) si dovra moltiplicare I'ampiezza
campionaria n, e n, (totali di colonna) per 7



Test Chi-quadrato per la differenza tra due
proporzioni
e Analogamente, per calcolare la frequenza attesa f, per le
celle relative allinsuccesso (seconda riga) si dovra
moltiplicare 'ampiezza campionaria n, e n, di ciascuno dei
due gruppi per (1- ) P
e La statistica test introdotta nellequazione (11.1) si
distribuisce approssimativamente secondo una
distribuzione chi-quadrato con 1 grado di liberta

&

2
R I R A
Regionedi  Valore Regione
accettazione  critico  di rifiuto

e Fissato a, l'ipotesi nulla dovra essere rifiutata se il valore
osservato della statistica y? & maggiore del valore critico
x?, di una distribuzione y? con 1 grado di liberta



Test Chi-quadrato per la differenza tra due
proporzioni

Albergo Beachcomber Windsurter
Tornera nell’albergo Osservate Attese Osservate Attese Totale
51 163 147.16 154 169.84 37
Mo B4 79.84 108 92.16 172
Totale 227 227.00 262 262.00 489

fa fa (fo — fa) (fy — fal® (fy — fal? g

163 147.16 15.684 250.9056 1.705

154 1659.84 —-15.84 250.9056 1.477

6 79.84 —15.84 250.9056 3.143

108 92.16 15.84 250.9056 2.723

9.048




Test Chi-quadrato per la differenza tra due
proporzioni

ol
15
0 / 3.81:11 X
Regione di Valore  Regione
accettazione critico di rifiuto
Area nella coda di destra

Gradi di liberta 095 .99 05 025 01 005
1 - 3.)541 h.024 b.635 7.879
2 0.010 0.020 5.997 7378 9210 10.597
3 0.072 0115 7815 03458 11.345 12.838
4 0.207 0.297 9.458 11.143 13.277 14.860
5 0.412 0.554 11.071 12.833 15.086 16.750

Fonte: Taveola E.4.



Test Chi-quadrato per la differenza tra due
proporzioni

A E| iR e

Analisi della soddisfazione dei clianti

FI equenze ssservale

L assunzione sulle freqiienze atese
& soildlisfatta.

1

2

K|

4 Alherge

4 Tornera nellalbergo Beachcomber | Windsurfer | Teotale fo-f=

b Si 163 154 F17 15344568 15,5445
7 Mo i | 108 172 -15844E8| 15 54459
g Totale 22T 262 439

|

10 Freguenze sftese

11 Albego

12 Tomeara nellslbermn Beacheomber | YWindsurfer | Tatale [fo-fe ] Afe

13 S 147 1554 168 5445 317 1706024 147512
14 o 75 F44R H2.1554 172 30442450 2 724N
15 Totzle 227 252 429

16

17 D ani

18 |Livello di significativita 0,0%

19 |Mumero di righe 2

A |Mumera di colonne 2

21 |izradi di libeda 1

&

23 Rigtilat

24 [Walore critico 3.8415

25 | Statistica test chi-quadie 29,0526

& |p-Value 01,0026

27 Rifiuiare lipotos nulla

H

2

a0




Test Chi-quadrato per la differenza tra piu di
due proporzioni

e |l test y? opportunamente generalizzato pud essere
utilizzato per confrontare le proporzioni di piu popolazioni
indipendenti. Supponiamo di voler verificare I'ipotesi nulla

secondo cui le proporzioni di ¢ popolazioni sono uguali
H,: m, =1, = ... = 11, contro 'alternativa
H,: non tutte le 1; sono uguali tra loro (con j=1,...,c)

e Per risolvere questo problema dovremo costruire una
tabella di contingenza di due righe (successo e
insuccesso) che avra un numero di colonne paria ¢

e La statistica test sara la stessa dell’equazione (11.1), dove
la frequenza attesa viene calcolata dalla stima  di = T,
= m, = ... = m, che in questo caso si ottiene cgme
combinazione delle ¢ frequenze campionarie



Test Chi-quadrato per la differenza tra piu di
due proporzioni

Calcolo della proporzione globale di successi
X+ X, +.+X, X

n+n,+..+n, n

p= (11.3)

e La statistica test dellequazione (11.1) si distribuisce
approssimativamente secondo una distribuzione chi-
quadrato con (2—-1)x(c—1)=(c—1) gradi di liberta

e Fissato a, l'ipotesi nulla dovra essere rifiutata se il valore
osservato della statistica y? & maggiore del valore critico
x?,, di una distribuzione y? con (c—1) gradi di liberta




Test Chi-quadrato per la differenza tra piu di
due proporzioni

Esempio: tabella di contingenza 2x3 relativa alla
soddisfazione dei clienti di 3 alberghi

Albergo
Tornera nell’albergo Golden Palm Palm Royale Palm Princess Totale
]l 128 199 186 513
No 88 JEE] 66 187
Totale 216 232 252 700
Frequenze attese
Albergo
Tornera nell’albergo Golden Palm Palm Rovyale Palm Princess Totale
51 158.30 170.02 184.68 513
Mo 57.70 61.98 67.32 187

Totale 216.00 232.00 252.00 J00




Test Chi-quadrato per la differenza tra piu di

due proporzioni
Calcolo della statistica test y? per 'esempio relativo alla

soddisfazione dei clienti di 3 alberghi

o fa (fy — fa) (fy — fa)? (f — fa)? s
128 158.30 —-30.30 918.0900 5.800
199 170.02 28.98 £39.8404 4,940
186 184.68 1.32 1.7424 0.009
88 57.70 20.20 918.0900 15.911
33 61.98 —-28.98 £39.5404 13.550
B6 67.32 -1.32 1.7424 0.026
40.236

Regione di rifiuto e di accettazione del test y? (2 gradi di liberta)
per la differenza tra tre proporzioni al livello di significativita

a=0.05

critico




Test Chi-quadrato per la differenza tra pi

due proporzioni

Foglio di Microsoft Excel con i calcoli necessari per calcolare
valore critico e p-value (test chi-quadro, 3 gruppi)

Rifivtare lipotesi nulla

& sowfelistara,

L assunziome sulle frequenze allesa

A H C 1] E S | I |

1 |Analisi della soddistaziens dei clienti {3 alberghi]

2

3 Frequenze vsservale

4 Alberges Caleali

5 Tomera nell’albergn | Golden Palm | Palm Royale | Palm Princess | Totale fo-fe

5] Si 148 199 186 513 -30 2971 2887714 1,32
v Ho o8 33 Len 167 d0 29714 |20 -1,32
g Totale 216 232 252 J00

o

10 Fraguenze atipsa

11 Alhermo {m?
12 Tarners nell’albergo Golten Palm | Palm Royale | Falr Prines ss Totals [fo-fa]*2ie

13 =i 158 2971 1700229 184 B3 513 5, 79Ee95 49585 0p0s435
14 No a7 029 51 97" G2 2 13 15 507645 13 54814 0025632
15 Totale 216 232 52 Joo

16

17 D ari

15 |Livello di significativita 0,05

19 | Murmera di nighe r

20 |Murmero di colonne 3

21 |Grad di liberts 2

=2

puc] Risuliati

24 |Valore critico 59915

Statistica test chi-quadro 40 2284
pMalue 0 000

A

U

d



Test Chi-quadrato per I'indipendenza

e Se si considera una tabella di contingenza con r righe ¢
colonne il procedimento del test y? pud essere
generalizzato per verificare l'indipendenza tra due variabili
categoriali Xe Y

e |n questo contesto le ipotesi nulla e alternativa sono

H,: le due variabili categoriali sono indipendenti ( X L Y)
(non sussistono relazioni tra le due variabili)
H,: le due variabili categoriali sono dipendenti ( X yd )
(sussiste una relazione tra le due variabili)
e |l test si basa ancora una volta sull'gquazione (11.1)

2 Z (fo_fe)

tutte le celle fe
e La regola decisionale consiste nel rifiutare H, se il valore
osservato della statistica y? & maggiore del valore critico
v?, della distribuzione %2 con (r-1)x(c—1) gdl



Test Chi-quadrato per I'indipendenza

e Pure se presentano delle analogie, la differenza
fondamentale tra il test chi-quadrato per le proporzioni e
per I'indipendenza riguarda lo schema di campionamento:

Nel confronto tra proporzioni siamo di fronte a campioni
estratti da popolazioni indipendenti

Nel test di indipendenza abbiamo un solo campione su
cui rileviamo due variabili qualitative che possono
assumere r e ¢ modalita distinte

e Nel caso di test chi-quadrato per [l'indipendenza e
possibile semplificare il calcolo delle frequenze attesa
applicando la seguente regola:

_ totale di riga x totale di colonna

fe_

n



Test Chi-quadrato per I'indipendenza

Esempio: tabella della frequenze osservate con riferimento
al principale motivo di insoddisfazione e all’albergo

Albergo
Motivo di insoddisfazione Golden Palm Palm Royale Palm Princess Totale
Prezzo 23 7 37 b7
Posizione dell’albergo 39 13 8 60
Sistemazione nelle camere 13 5 13 31
Altro 13 8 K:] 29
Totale a8 i3 66 187
Frequenze attese
Albergo
Motivo di insoddisfazione Golden Palm Palm Rovyale Palm Princess Totale
Prezzo 31.53 11.82 23.65 b7
Posizione dell’albergo 28.24 10.59 21.18 60
Sistemazione nelle camere 14.59 5.47 10.94 31
Altro 13.65 5.12 10.24 29

Totale 88.00 33.00 66.00 187




Test Chi-quadrato per I'indipendenza

Calcolo della statistica y? per il test di indipendenza

Cella fq fs (fy — fal (fo— a2 (fy — faPfa
Prezzo/Golden Palm 23 31.53 —-8.53 72.7609 2.308
Prezzo/Palm Royale 7 11.82 —4.82 23.2324 1.966
Prezzo/Palm Princess 37 23.65 13.35 178.2225 7.536
Posizione/Colden Palm 39 28.24 10.76 115.7776 4.100
Posizione/Falm Royale 13 10.59 2.41 5.8081 0.548
Posizione/Palm Princess &8 21.18 -13.18 173.7124 8.202

Stanza/Golden Palm 13 14.59 —-1.59 2.5281 0.173

Stanza/Palm Rovale 5 5.47 —0.47 0.2209 0.040
Stanza/Falm Princess 13 10.94 2.06 4.2436 0.388
Altro/Golden Palm 13 13.65 —0.65 0.4225 0.037

Altro/Palm Royale 8 5.12 2.88 8.2944 1.620
Altro/Palm Princess a 10.24 —-2.24 5.0176 0.490

27.402




Test Chi-quadrato per I'indipendenza

Regione di rifiuto e di accettazione del test ¥? per
I'indipendenza nell’esempio sulla soddisfazione dei clienti (al
livello di significativita 0.05 con 6 gradi di liberta)

0 12.592 ‘ %3

Regione di Regione
accettazione Valore di rifiuto

critico




Test Chi-quadrato per I'indipendenza

Foglio di Microsoft Excel con i calcoli necessari per la
verifica dell'ipotesi di indipendenza tra motivo di
insoddisfazione e albergo

A | B | [ ] E [ F [E] | H | |
1 [ Monbwd ol Toso ddisfaziona o albargo
2
| Frequense asserang
4 Allrergo Calcali
5 | Maotive di insaddisfazieons | Golden Palm | Palm Royale [ Palm Princess | Totale fn-f2
il Prazin 23 T ar 67 AEX4 40823 133520
7 Fosizione 39 13 a [ 10 7ad 7 24118 13,1785
A Stanza 13 5 13 ¥ -1 5982 -0 4706 2 0530
] Al 13 B # 28 0 EA71 2 BE2 2 X53
10 Taotale pidid 33 G 187
11
12 Fraguenze sllese
13 Albergo
141 Mativa di inanddisfazione Golden Palm | Pale Royalr [ Palm Fanceas | Tatals [fo-foy2 e
15 Frezzo 31 5254 11,8235 23,6471 =xi 23074 19678 7 5401
16 Piosizione A K] 10,5352 21,1764 (=] 41040 05453 81937
17 Slanza 14 AEE2 54706 10,9412 k1l 01729 00405  0,3374
18 Altrin 13 BT 5,176 10,2353 2 00307 1,62=24 04532
18 Toale a3 33 Jal:] 187
20
M Drati
22 |Livello di gsigniticativita DA
23 |Mumero di righs 4
24 | Murmera oi calanne a
28 | Gradi di hbarta 5
26
2 Risultan
28 |Valore critice 12,5916
29 | Statistica test chi-gquadra 274104
30 (pMalun 000013
o Riliulare 'ipwiesi mulla
32

29 |Lassanziome stlte fraguonzo attese

34 & sodiisfamy,




Riepilogo

Procedure
per dati categorici

Tabelle di
contingenza
Test 2 per I'indipendenza Tipi di Test sulle proporzioni
test
Tabelle Tabelle Tabelle
2x2 2x¢e rxc 1 Mumero di 30piu
| campioni
Test Zsu una Test 42 per
proporzione My =T o =T
(paragrafo 9.5) 5 [ E
Procedura di
Marascuilo
Test £ per
Test ¥2 per
™ =72 w ﬁfrp
(paragrafo 10.3) =




